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Teil 1
Klassische Thermodynamik

1 Einfiihrung

1.1 Erster Uberblick

e Makrokosmos

— Wichtige Messgrosse Temperatur
— Gestiitzt auf Erfahrungstatsachen

— Hauptsétze, was die thermodynamischen Potentiale beinhaltet
o Mikrokosmos

— Es werden mikroskopische Eigenschaften betrachtet

— Durch die klassische statistische Mechanik (nicht quantenstatistische) werden die
Systeme beschrieben. Die Avogadrozahl steht fiir die Gréssenordnung der Teilchen.
Das Problem wird sein, dass man nicht fiir jedes der ~ 1023 Teilchen sagen kann,
was die Temperatur etc ist, sondern man braucht statistische Methoden. Wir werden
deshalb das Durchschnittsverhalten der Gesamtheit der Teilchen in Integration setzen
mit der makroskopischen Eigenschaft.

— “verdiinnte Gase” — kinetische Gastheorie wird dann zur Boltzmann Gleichung und
Maxwellverteilung fiithren.

1.2 Geschichtlicher Uberblick

1860-1870: kinetische Gastheorie
1870-1900: Boltzmann-Gibbs - Ubergang mikroskopisch-makroskopisch — statistische Mechanik

Ist die Thermodynamik veraltet? Es sind resistente Konzepte, die auch nach der Quanten-
mechanik galten und deshalb noch heute von Bedeutung sind.
— Anwendung ihrer Grundbegriffe nie umgestossen

Eine Theorie ist desto eindrucksvoller, je groSSer die Einfachheit ihrer Pramissen ist, je ver-
schiedenartigere Dinge sie verkniipft und je weiter ihr Anwendungsbereich ist. Deshalb der tiefe
Eindruck, den die klassische Thermodynamik auf mich machte. Es ist die einzige physikalische
Theorie allgemeinen Inhalts, von der ich tiberzeugt bin, dass sie im Rahmen der Anwendbarkeit
ihrer Grundbegriffe niemals umgestoSSen wird (zur besonderen Beachtung der grundsdtzlichen
Skeptiker). — Albert Einstein

2 Grundbegriffe

e Thermodynamisches System — Was kann das sein?

— Gas, Fliissigkeit (auch hydrostatisches System) die:

* Ungeladene Molekiile mit Gesamtladung 0 enthalten (sonst hat man noch elek-
trodynamische Kréfte, die wirken und dominant sind)

* chemisch stabil sind



* keine dussere Felder
* keine Oberflacheneffekte
— Festkorper, die isotop und homogen sind

— Seifenblase, Autobatterie, etc.
o Abgeschlossen: keinen Austausch von Arbeit, Warme (-> also Energie) und Materie
o Thermodynamischer Gleichgewichtszustand (GZ)

— fiir eine unendlich lange Zeit im abgeschlossenen System
(in Wirklichkeit, dass ¢ >> TRelaxation)
TRelaxation 1St eine typische Grosse kinetischer/ hydrodynamischer Prozesse und ab-
hiangig von Materialeigenschaften (wie in einem Gas, die Zeit die die Teilchen brau-
chen um ein anderes Teilchen zu finden, mit dem Zusammenzustossen und somit die
Energie zu iibertragen) — typischerweise Exponentialfunktionen e(t/7)

— In einem solchen GZ eines hydrostatischen Systems sind Druck p, Volumen V', An-
zahl Teilchen N (oder auch Stoffmenge n in mol) feste Werte
Diese 3 Grossen werden Zustandsvariabeln genannt — aber wenn man Wérme hin-
zufiigt (nicht mehr im GZ), dann steigt der Druck.
In einem hydrostatischen System gilt: GZ < = = (p, V, N)
Meistens ist das System eindeutig durch (p, V', N) beschrieben.
— Ausnahme: Wasser bei latm Druck
( W\ g
AN
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4

Abbildung 1: Nichteindeutigkeit bei Wasser

3 Nullter Hauptsatz der Thermodynamik

3.1 Die empirische Temperatur

0. Hauptsatz: Wenn zwei Systeme A, B je mit einem dritten System C im thermischen Gleich-
gewicht (GGW) stehen (= gleiche Temperatur), dann sind sie auch miteinander im thermischen
GGW.

Wenn A im thermodynamischen GGW mit B, und B im thermodynamischen GGW mit C, dann
ist A im thermodynamischen GGW mit C = alle drei haben die gleiche Temperatur.

Diesen Satz kénnen wir nicht “beweisen”, sondern ist durch Erfahrung bestétigt.

e Gleiche Temperatur bedeutet “auf Isotherme”

o empirische Temperatur: wéhle ein System als Standard (Quecksilber in einem Glas war
damals tiblich).
Temperatur ¢ = f(p,V,N)

Als konkretes Beispiel definieren wir jetzt das ideale Gas.



3.2

Ideales Gas

Im Idealfall extrem verdinnt.

Wenn 9 = konstant: entspricht einer isothermen Zustandsdnderung und es folgt dem

Gesetz von Boyle-Mariotte. Boyle hat empirisch heraus gefunden, dass % = konst. ist.

Wenn 4 # konst folgt es dem Gesetz von Gay-Lussac. Dann ist % ~ konst. - (14++0). Die
Konstante ist gleich fiir alle Gase, falls diese geniigend verdiinnt sind. ~ ist eine Konstante,
die man bestimmen kann und fiir die man erhélt v = 5. Wir definieren (% +9)=T

in [K].

Wir definieren die ideale Gastemperatur T und erhalten damit % = konst.
Seit 1943 hat man sich auf auf eine willkiirliche Konvention als Eichpunkt (dem Tripel-
punkt von Wasser) geeinigt (273.16K = 0.01°C mit 1K = 1°C) (siehe Definition 5.6).

experimentelle Tatsache: fiir ideale Gase ist konst. = R, der universellen Gaskonstante,

und wir kommen auf die thermische Zustandsgleichung des idealen Gases BV R,

nT
wobei n die Molzahl ist.

4 Erster Hauptsatz der Thermodynamik - Energie

4.1 Zuerst einige Grundbegriffe:
e Thermodynamische Zustandsénderung: man geht von einem GZ zu einem neuen GZ.
Diese Anderung kann man auf verschiedene Weise machen:
— quasistatisch (also unendlich langsam): immer nahe bei einem GZ
— reversibel: Die Zustandsinderung ist umkehrbar durch Umkehrung der &dusseren Be-
dingungsinderungen (komprimieren und dann wieder ausdehnen). Eine reversible
Transformation kann als Kurve im Zustandsraum beschrieben werden (z.B. (T, p)-,
(T, V)-Diagramm). Also man hat nicht irgendwelche Punkte, sondern eine stetige
Kurve. Die Endpunkte dieser Kurve sind dann GZ und GZ’.
— es gilt: reversibel = quasistatisch, aber nicht umgekehrt (quasistatisch # reversibel).
: . 1dv 1
— unendlich langsam bedeutet: ;7 < P
e Arbeit
; s s _
— Hydrostatische Arbeit: A%, = —p dV
Der Pfeil bedeutet hinein.
— Allgemein: 5Aéversibel =y - dz, wobei y eine verallgemeinerte Kraft / eine intensive

Grosse ist und = einen verallgemeinerten Weg / Oberfldche ist und eine extensive
Grosse darstellt.

Yy @

Fluidum - V
Seifenblase o a
Magnet H M
reversible Batterie | ¢ q

Mit o: Oberflichenspannung, a: Oberflache, €: elektromotorische Kraft, ¢: Ladung



Die folgende Unterscheidung - extensiv/ intensiv - impliziert, dass Oberflicheneffekte un-
wichtig sind

o extensive Grosse: Eine Grosse, die proportional zur Stoffmenge n ist. Wir kennen Bei-
spielsweise das Volumen V', das magnetische Moment M, die Masse m (wenn ich die
Stoffmenge verdopple, ist auch die Masse verdoppelt), etc.

o intensive Grosse: Diese Grossen sind unabhéngig von der Stoffmenge n. Wir kennen
beispielsweise den Druck p, die Temperatur T', das Magnetfeld H, etc.

o adiabatische Transformation: das System ist thermisch isoliert (es kann weder Wérme
abgeben, noch aufnehmen)

e isotherme Transformation: System, das im thermischen Kontakt ist. Z.B. setzen wir unser
System in ein Wérmebad. Dort ist das System im thermischen Kontakt und nimmt die
Temperatur des Warmebades an (wenn das Wéarmebad genug gross ist, dann kénnen wir
die Temperaturdnderung vernachléssigen).

4.2 Historischer Weg zum 1. HS der TD

e Die kalorische Expansion: Wir haben zwei Systeme mit 91 # 5. Werden die Systeme in
thermischen Kontakt gebracht, dann findet ein Temperaturausgleich statt.

— kalorisches Defizit: Warmemenge @), die durch das System dem Wirmebad entzogen
wird.
Der Begriff “rein kalorisch” bedeutet, dass weder durch rithren (irreversible Arbeit)
noch durch komprimieren (reversible Arbeit) die Temeratur erhoht wird.

— 1 Calorie entspricht: Wenn 1g Wasser von 14.5 °C auf 15.5 °C erhéht wird.

— spezifische Warme (siehe Definition 5.12): Da unterscheiden wir zwischen
V' = konst. mit AQ = nc, AT und
p = konst. mit AQ = nc, AT

 mechanische Arbeit (rithren, etc.) fithrt zu Wérme

— Joule (1843): Rithrwerk mit Gewichten getrieben. Es entsteht innere Reibung. Die
mechanische Arbeit wird in Warme umgesetzt.

— Mayer (1842): allgemeines Prinzip: Erhaltung der Energie in allen Formen (mechani-
sche, elektrodynamische, Wéarme) — Die Idee ist, dass die Summe all dieser Energien
konstant bleibt.

4.3 Formulierung des Hauptsatzes

Wird ein System von GZ1 zum GZ2 gebracht, dann ist AA< 4+ AQ< unabhingig vom Weg
(dieser Weg kann reversibel oder irreversibel sein).
Aufgrund dieses Satzes konnen wir weitere Grossen definieren:

« Wir definieren die innere Energie AU = AAY + AQ¥

o Wir haben das Korollar: Es existiert eine Zustandsfunktion (da unabhéngig vom Weg) U,
sodass AU = U(2) — U(1), wobei U die innere Energie des Systems ist.
U = Fiot — Exin — ERotation — Fpotyy susseren raq WODe1 das dussere Feld z.B. die Gravitation
ist und Fy, die Bewegungsenergie des Schwerpunktes ist.



o Joul’sches Wérmeédquivalent: 1cal = 4.1868 Joule und deshalb haben A, @ die gleiche
Energieeinheit.

Fazit: der erste Hauptsatz ist ein Energieerhaltungssatz. Die innere Energie ist eine Zustands-
grosse, aber A und @ nicht per se. In anderen Worten: nur die Summe A+ @ (was der Differenz
U(2) — U(1) entspricht) ist wegunabhangig.

4.3.1 df und of
o Totales (exaktes) Differential d.h. vollstdndiges Differential

2
/ dU = wegunabhangig (4.1)
1
Haben wir ein totales Differential, dann existiert eine Zustandsfunktion U.

2
/ dU = U2 — U1 mit U(T, V,N) (4.2)
1

Ein Spezialfall sind die Kreisprozesse. Fur ein Kreisprozess gilt, dass der Anfangs- und
der Endzustand gleich sind.

f dU =0 mit U(T,V,N) (4.3)

« Nicht totales Differential. Wir haben z.b. §4¢", 6Q¥

2
/ 0A = wegabhingig (4.4)
1
Fiir ein nicht totales Differential sind Kreisprozesse nicht null!

7{ 6Q< # 0 mit U(T,V,N) (4.5)

Bei einem Kiihlschrank wére vorherige Rechnung (Gleichung 4.5) <0 (“Pumpe”) und bei
einer Dampflokomotive > 0 (“Maschine”).
4.3.2 Verschiedene Typen von Prozessen

e Fiir einen reversiblen Prozess gilt
5Aév. = —p-dV . Diese Gleichung stellt eine lineare Differentialform dar.

e Fiir einen irreversiblen Prozess gilt
SAY # ... Eine solche Gleichung stellt eine nicht lineare Differentialform dar.

wrr.

Ein Beispiel eines irreversibeln Prozesses ist die freie Expansion.

10
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Abbildung 2: Hier ist eine freie Expansion gezeigt, wobei 0V zunimmt und keine Arbeit A
verrichtet wird. Es wird keine Wdrme hinzugefiigt.
In diesem Beispiel konnen wir NICHT schreiben A = —p - dV

4.3.3 Vollstidndiger Satz an Zustandsvariabeln

Im Idealfall haben wir einen vollstdndigen Satz von Zustandsvariabeln. Vollstdndig bedeutet,
dass man einen Zustand komplett definieren und beschreiben kann. Wir nehmen den allgemeinen
Variabeln z1, x2, ..., x, die z.B: p, V,n entsprechen wiirden.

Wir wollen iiberpriifen, wann die lineare Differentialform folgende Form annimmt:

ng(:cl, vy T )Xy, = vollstédndiges Differential (4.6)
k=1

Damit das vollstéindige Differential erfiillt ist, brauchen wir verschiedene Bedingungen:

e lokale Bedingung
dgr _ Og;

= iti, k=1,.. 4.
9z; — Doy mit i, k ) (4.7)

e Die globale Bedingung verlangt, dass das Gebiet einfach zusammenhéngend sein muss.
Die Anordnung in Bild 3 wiirde nicht gehen.

A%W

Abbildung 3: Hier ist die globale Bedinung nicht erfillt, da das Gebiet nicht einfach zusam-
menhdngend ist.

o Analog zu V xk= 0, der Bedingung fiir die Existenz eines Potentials, sodass k= —ﬁq),
wobei ® ein Potential ist.

Mit diesem Wissen wollen wir den ersten Hauptsatz noch einmal diskutieren.

4.3.4 Erster Hauptsatz der Thermodynamik

Mit unserem neuen Wissen kénnen wir den ersten Hauptsatz umformulieren zu

dU = 6Q< + 6 A7 (4.8)

U ist eine eindeutige Funktion der Zustandsvariabeln.

11



Beispiel 4.1 Zustandsgrissen

Beispielsweise haben wir ein System mit Zustandsgréssen p, V., T und die Annahme, dass
n (Molzahl) bzw. N (Teilchen) konstant sind. Zusdtzlich ist die Zustandsgleichung (hier
beispielsweise fiir ein ideales Gas) pV = NET'. Die letze Gleichung entspricht f(T,V,p) =0,
wenn man die Gleichung wie folgt umformt

f(p,V,T) =pV — NKT =0 (4.9)

Also, dass die Zustandsgréssen miteinander verbunden sind und somit von den 8 Zustands-
grossen nur 2 unabhdngig sind. Somit kénnen wir U mit U(V,T) = U(p,T) = U(p,V)
ausdriicken (je nach Problemstellung wdhlbar).

Das Differential von U(p, V') wird zu

ou ou
dUp,V)=|—=—] d — | dV 4.10
p= (), % (57). (110)
Wobei <%—g>v die partielle Ableitung von U(p, V') nach p bei konstanten V ist.

Jetzt wissen wir, dass U ein exaktes Differential und U(p,V') eine Zustandsfunktion ist.
Deshalb wissen wir, dass die eine lokale Bedinung (Gleichung 4.7) mit i,k = 1, ....,n erfillt
15t.

Jetzt machen wir etwas, das nicht auf den ersten Bick ersichtlich ist:

v (3).),- 5 (%)),

Diesen Zusammenhang werden wir im Kapitel 6.3 genauer beschreiben.

(4.11)

4.4 Freie Expansion eines idealen Gases

Wir betrachten die folgende Situation

- | (D=

Ta (2

TREMNWAND

Abbildung 4: Das Wasserbad muss verhdltnismdssig viel grisser sein.

Als experimentelles Resultat fiir ideale Gase erhalten wir 77 = T5. Daraus folgern wir
1. AA =0 (Expansion ohne mechanische Arbeitsleistung)
2. AQBaad =0 — AQqgas = 0.

Aus den Punkten 1) und 2) folgern wir zusammen mit dem ersten HS der TD, dass AU = 0
mit U(V,T) und dass (innere Energie des Gases éndert sich nicht)

12



oU U oU
dU =0 = <W>Tdv + (6T>V ar = (W>Tdv (4.12)

Wobei wir dV # 0, aber (g—g)T = 0 haben.
Daraus konnen wir schliessen, dass U(T,V) — U(T) héngt nicht von V ab.
Dank dieser Erkenntnis kommen wir zu einer neuen Definition.

Definition 4.2
Ein ideales Gas mit pV = nRT, das zusdtzlich auch (g—g)T = 0 hat, nennt man perfekt.

Joule hat ein Experiment mit idealen Gasen gemacht und gesehen, dass ideale Gase perfekt
sind.

5 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

5.1 Formulierungen

Der zweite Hauptsatz beruht auf empirischen Tatsachen. Um 1850 wurde an Dampfmaschi-
nen geforscht und daraus viel Neues gefolgert. Schauen wir uns zuerst mal zwei dquivalente
Formulierungen an, die diese empirischen Tatsachen untermauern.

e Clausius 1850
Es existiert keine TD Transformation, mit dem einzigen Effekt, Warme aus einem kélteren
Reservoir zu extrahieren und sie einem wéirmeren Reservoir abzugeben (geht nur, wenn
Arbeit geleistet wird! Beispielsweise beim Kiihlschrank)
& “Warmeausgleich ist irreversibel”
< In gewissen Sinne existiert somit eine Zeitachse.

e Kelvin 1851
Es existiert keine TD Transformation, mit dem einzigen Effet, Warme aus einem Reservoir
zu extrahieren und sie ganz in Arbeit zu verwandeln.
Das wiére eine ideale Dampfmaschine, die die komplette Energie der Kohle in kinetische
Energie umsetzt. Das wiirde einem Kreisprozess von Carnot mit einem Wirkungsgrad von
1 entsprechen.
< “innere Reibung (Wérme) ist irreversibel”

Es gibt eine Auszeichnung einer Zeitrichtung bei irreversiblen Prozessen. Wenn wir einen Film
im Sonnensystem drehen und den dann riickwérts anschauen, dann kénnen wir irgendwie nicht
richtig sagen was passiert (vorausgesetzt man weiss nicht, ob die Planeten links oder rechts
herum drehen), da einfach alles dreht. Wenn ich aber eine TD Reaktion laufen lasse und den
Film umdrehe, dann sehe ich sofort, dass der Film riickwerts abgespuhlt wird. Das ist intuitiv.

Kelvin hat diesen Prozess folgend geschildert: “Ein Perpetum mobile 2. Art ist unmoglich”.
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5.2 Der Kreisprozess von Carnot

Definition 5.1 FEine Maschine ist ein TD System, das eine zyklische Zustandsdnderung
(Kreisprozess) durchliuft, dessen End-/ Anfangszustand gleich sind.

Nimmt man das Beispiel einer Dampfmaschine, dann haben wir einen Zylinder der hoch
und runter geht und dann wieder am Anfangszustand ist.

Ga

|6,
L Ta (RESERN o\&)

Beispiel 5.2 Wir betrachten das Beispiel eines einfachen Kreisprozesses

Abbildung 5: Hier ist ein Kreisprozess gezeichnet, wobei a: isotherme Expansion, b: adia-
batische Expansion, c: isotherme Kompression, d: adiabatische Kompression sind.

Das thermodynamische System ist durch den folgenden Kreisprozess definiert:

1. Isotherme Expansion: Das Gas nimmt Wérme @5 > 0 aus dem Reservoir T auf. Im
Zustandsdiagramm (Bild 5) erfolgt die Anderung vom Zustand 1 — 2 auf einer Isothermen.

2. Wir haben eine adiabatische Expansion (6Q) = 0).

3. Isotherme Kompression: Das Gas gibt Wéarme 0 < Q1 < Q2 ans Reservoir T7 ab.

4. Adiabatische Kompression (6@ = 0).

Wir erinnern uns an die Aussage des 1. HS der TD mit dU = 0 = §Q+0A = §A = 6Q = Q2—Q1.

Definition 5.3 Wir definieren den Wirkungsgrad

n:ézl—g;mitA:Qg-Ql (51)
Wobei Q1 die Abfallwdarme ist. Wenn wir das mit der Aussage von Kelvin interpretieren,
ist das eine Zahl die zwischen 0 und 1 ist. Wenn wir das mit Aussage von Clausius lesen,
dann kann Q1 nicht 0 sein, sondern muss < Q1 sein und somit ist n wieder zwischen 0 und
1. Die Kunst der Ingenieure ist, eine Maschine in der Praxis zu entwerfen, die n so nahe
bei 1 wie maoglich hat.
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5.3 Carnot’s Theorem

Theorem 5.4 FEs existiert keine Maschine (zwischen Ty und T arbeitend, wobei Ty > T )
mit einem grosseren Wirkungsgrad als ein reversibler Carnot Kreisprozess.

Wir machen einen “Beweis durch Widerspruch” und nehmen an, dass eine solche Maschine exi-
stiert. Lassen wir den Carnot Prozess rickwérts laufen und mit einer weiteren Carnot Maschine
zusammenschalten, sodass Q2 = Q5 d.h. Th = T3. Wir bezeichnen C als die Maschine mit dem
Carnot n und M als die Maschine, die noch besser ist als C.

\ %) Der Effekt des Gesamtsystems wire, dass aus Reservoir

G. be T; die Warme (Q1 — Q)) > 0 extrahiert wird. Dass wir
@ @ profitieren wiirden (also unter der Annahme, dass M bes-
. ser ist als C), miisste Q] kleiner sein als Q1. Somit kénnen

e (Tn) wir die Warme in die Arbeit (A’ — A) > 0 verwandeln. So

haben wir aber den Satz von Kelvin verletzt!

In Formeln lautet der Zusammenhang

Y R * /
Q2(=Q§)>1 0 ne = Q1 > Q] (5.2)

Daraus folgt, dass A’ = Q2 — Q) und A =Q2— Q1 = A > A.

v =1

Theorem 5.5
Alle Carnot Kreisprozesse zwischen Ty und T haben den gleichen Wirkungsgrad.

Das koénnen wir auch wieder auf unseren Beweis von vorher zuriickfithren, denn wenn es eine
mit einem besseren Wirkungsgrad gidbe, dann ware das ein Widerspruch.
5.4 Die absolute thermodynamische Temperatur
Wir unterscheiden drei Temperaturen
1. Beliebig empfindliche Temperatursala v

2. Ideale Gastemperatur T
(Wurde hier nicht genauer diskutiert)

3. Absolute thermodynamische Temperatur T’

Wir betrachten den Carnot zwischen ¥ und 99

G,
—
@ wr 62>
i, "
7721—222;:1—f(191,192) (53)

wobei duch 7 folgende universelle Funktion gefolgert werden kann
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Q1 = f(¥1,72); universelle Funktion (5.4)

Q2

Eine universelle Funktion ist beispielsweise nicht von der spezifischen Definition der Temperatur
abhéngig. Sie kann auch fiir andere Medien (wie magnetische etc.) angewendet werden.

Was passiert, wenn wir Carnot kombinieren?

1% »,
@ Fiir das gesamte System gilt
e Y Q1 Q1 Qo
V1,03) = =— = — - == = f(V1,92) - f(V2,9 5.5
@ f009) = 2 = ZL 22 91,00 [0, 05) (59
1 U’l
XY

Der letzte Schritt muss fiir irgendwelche 3 Zahlen ¥4, ¥2, ¢35 gelten.
Man kann dann zeigen (das machen wir jetzt nicht), dass f selbst das Produkt von zwei Funk-
tionen sein muss und wegen dem letzten Schritt von zuvor gilt

(5.6)

Wobei g nicht eindeutig (multiplikative Konstante) ist und ¢g(¢) kann als neue Temperaturskala
interpretiert werden.

Definition 5.6 Wir definieren die absolute TD Temperatur T

AT(=T, —Ty)

T(=Tz) (51)

n_(

Ty Q2

2. willkiirliche Konvention: am Tripelpunkt von HoO haben wir T = 273.16K und
dass bei latm Siedepunkt von HoO - Gefrierpunkt = 100K gilt.

> gleichbedeutend mit n =
Carnot

5.5 Entropie
5.5.1 Entropie als Zustandsfunktion
Durch die Definition von der TD Temperatur (via Carnot) gilt

QS@’U Q’{E’U
= 5.8
was man auch folgendermassen schreiben kann
o _of _ of 5.9
T Ty T ’
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mit der Vorzeichenkonvention, dass Q = Q<
Wir betrachten nun ein reversibles System

TEev Tev
Q2 + Ql — 0
b Ty

falls wir ein irreversibles System haben, bekommen wir

Wobei inrrev' < Q{e” und Nirrev. < Nrev

(5.10)

(5.11)

Theorem 5.7

nerung

T

n

Wir konnen damit das Theorem von Clausius 1854 formulieren durch die Verallgemei-

Z AQn <0 $ dQ% =0 fiir reversible Prozesse
N }g % < 0 fur irreversible Prozesse

(5.12)

Nun wollen wir genaueres iiber die Wegunabhéngigkeit von reversiblen Prozessen herausfinden.
Definieren wir das wegunabhéngig (vergleiche mit der inneren Energie U), dann haben wir
ein totales Differential und beschreiben eine Zustandsgrosse. Wir beschreiben die erwartete

Zustandsgrosse mit dem Buchstaben S.

2 \
[ 5

A

fd_gf‘v o \J.A d-](‘i—v‘wf\/"l _d'_GQEV
T LA LL_L

Wee T We6 I

1 d(i%‘i 2 2
A T I \JA T 1
REV
GEY Wer) 2 46 \
mT oentetathoten. T, T lx
\ORX€ e

2 d&i&‘l )
f = S - S(A) =2 WEGUN ARHANG) 6 1 02
AT /
i

i Wea (1)

. v I
TR EIN MREGINTEGRAL Netmen WR A L =+ —2

°0
O 0 pyperen

T

L da&é‘(
T

I

2
Daraus folgt, dass [ % unabhéngig vom Weg ist. = S(2) ist eine Zustandsfunktion, die man
1

Entropie nennt.

T ist ein integrierender Nenner (also man wiirde % mit dQ"¥ multiplizieren/ T macht dQ"*"

integrierbar)

Wir behaupten nun
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Theorem 5.8 Flir beliebige Prozesse (auch irreversible) giltet

/2 99 _ g9y - s(1) (5.13)
1 T

Der Beweis ist klar.

5.5.2 Theorem iiber Entropiezunahme

Theorem 5.9 In einem thermischen isolierten System kann die Entropie nicht abnehmen.

Wir wollen das Theorem beweisen und erinnern uns, dass fiir ein thermisch isoliertes System
d@ = 0 gilt. und aus

2
[ %2 < §(2) — S(1) kénnen wir folgern , dass S(2) > S(1).
1

Wenn reversibel < S konstant (es gilt S(2) = S(1))
Wenn irreversibel < S nimmt zu sprich S(2) > S(1)

5.6 Entropieinderung bei reversiblen und irreversiblen Prozessen

Nun wollen wir das an zwei Beispielen deutlicher machen.
Wir betrachten nun 2 Félle a, b um die Entropiednderung bei reversiblen und irreversiblen
Prozessen zu verstehen.

Beispiel 5.10 Wir haben ein ideales, sogar perfektes Gas. Dieser Fall wird Fall a genannt
und beschreibt eine reversible isotherme (T = konst.) Expansion.

LINDER it KOLBEN
BHAGR M TOMPELNTUR T

2
Unser Ziel ist es AS zu berechnen. Wir wissen aus Abschnitt 5.5.1, dass AS = [ dQ;v.
1

Wir bendtigen also dQ"¢. Das finden wir aus der inneren Energie.
In diesem System wissen wir, dass

oU oU
AU = SrdT + 5V (5.14)

Wobei dT' = 0, da isotherm und g—g =0, da perfektes Gas.
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Daraus kénnen wir mit dem ersten HS der TD folgern, dass

dU = 0 = 6Q< + 64 = 6Q< = —6A< =p-dV

ASGas :/ W - _/ gA™ (5.15)

/ p-dV= nR/ a —anog;>O

Wobei wir % aus dem Integral nehmen diirfen, da es konstant ist und wir beim = angewendet
haben, dass 7 = ”VR.

Dass das ganze grosser als 0 ist wissen wir, da Vo > Vi durch die Expansion gilt.

Das ist erst die Hdlfte der Geschichte.

Wir miissen das Gesamtsystem betrachten. Zum einen hat das Gas durch die Expansion an
Entropie zugenommen und andererseit wird die zusdtzliche Wéarme dem Bad entzogen. Das

bedeutet in Formeln:

dQReservoerad = —dQqas (516)

durch das feste T kénnen wir schliessen, dass

A S =0 (5.17)
~—
(Gas+Bad)

Das bedeutet, dass das Reservoir bei konstanter Tempertatur die Wirme —Q an das Gas
abgibt. Der Gesamtzustand (Gas + Bad) ist abgeschlossen und die Gesamtentropie bleibt
konstant. Das st ein sehr wichtiges Prinzip; wenn wir eine Maschine haben nimmt durch
die investierte Arbeit die Entropie ab, aber wenn man das Gesamtsystem betrachtet (z.B.
Luft und Warme) nimmt dort die Entropie zu.

Beispiel 5.11 Wir betrachten nun eine freie Expansion. Dieser Fall wird Fall b genannt.

Wir fragen uns nun, wie man in diesem Fall AS berechnet. Fiir einen reversiblen Prozess
kénnten wir sagen

dQ’/‘ev
T

Aber das ist total nutzlos, da der Prozess irreversibel ist. Nun bedienen wir uns an einem
Trick: AS = 5(2)—S(1). Da S eine Zustandsfunktion ist, hingt das nur vom Anfangs- und
Endszustand ab.

= wir wahlen zur Berechnung einen reversiblen Weg und kénnen dann die Formel 5.18
benutzen. Nun konstruieren uns einen Weg, dass das der Fall ist. Wie wir von Anfangs- zu
Endzustand kommen, ist uns nun egal - reversibel und irreversibel hin oder her.

s = (5.18)
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Wir beschreiben nun den Endzustand folgendermassen
Vi, T — Vo, T. Wir haben die gleiche Temperatur, da das System thermisch isoliert ist.
Nun wissen wir folgendes:

V.
ASL,. = AS&,, =nR-log VQ >0 (5.19)
1

wobei AS%ESGTUO” =0, da thermisch isoliertes System und d@Q = 0.

Im Bad des reversiblen Falles a ist das anders:
b a ‘/2
AStot = ASGG,S = TLR . log V = 0 (520)
1

Auch bei Fall b ist der Gesamtzustand abgeschlossen!

Zusammenfassend haben wir
Fiir den Fall a: ASy,; = 0 fir ein reversibles System
Fiir den Fall b: AS;,: > 0 fiir ein irreversibles System

5.6.1 Zusammenfassend

Durch den 1. Hauptsatz haben wir gesehen, dass allgemein
(sowohl fiir reversible als auch irreversible Prozesse) gilt

dU = 6Q< + 6A¢ (5.21)
Wir haben gefolgert, dass einfach die Energiebilanz stimmen muss.

e Im reversiblen Fall gilt zuséatzlich

6Q<, =TdS und A%, =—pdV(+HdM +..) und dU=T-dS—p-dV (5.22)

Tev TEev

Die Formel fiir dU werden wir oft beniitzen. Es soll aber betont werden, dass das nicht die
ganze Wahrheit ist. Da kénnen bei Magnetfeldern etc. noch weitere Terme vorkommen
(in Klammern angedeutet)!

e Im irreversiblen Fall gilt
Das ganze ist nur von Anfangs-/ Endgleichgewichtszustand abhéngig. Also kann man
endliche Differenzen (diese kann infinitesimal oder auch endlich sein) zwischen Anfangs-
Gleichgewichtszustand (GZ)initial und End- Gleichgewichtszustand (GZ)gna betrachten.
Fiir infinitesimale irreversible Prozesse gilt AU = TAS — pAV fiir endliche irreversible
Prozesse wollen wir (GZ); und (GZ)¢ mit einem beliebigen reversiblen Weg verbinden und
berechnen dann auf diese Weise Sy — 5;.

5.7 Direkte Anwednungen vom 2. Hauptsatz und der Entropie
5.7.1 Verkniipfung zwischen thermischen und kalorischen Zustandsgleichungen

Es gibt meherere Wege diese Verkniipfungen zu finden. Der erste Weg ist iiber Zustandsgrossen
und der zweite iiber Kreisprozesse.

o Beipsielsweise haben wir thermische Zustandsgleichung [ (7', p, V) = 0 was beispielsweise
fiir ein ideales Gas gleichbedeutend mit pV = NkKT — pV — NET = 0 ist und wobei N
fest ist.

Oder ein weiteres Beispiel einer thermischen Zustandsgleichung kénnte f(7T), M, H ) =10
sein.
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o Die kalorische Zustandsgleichung betrachtet die innere Energie des Systems. Wir werden
die folgende kalorische Zustandsgleichung folgend mit 2 Methoden herleiten

oU Op
— || =T|(=]) - 5.23
(ov), =7 (r) 52
5.7.1.1 Methode der Zustandsfunktionen
Wahl der Variabeln: (7', V) wobei T' die absolute Temperatur ist.

oS s 0Q%,  dU — 5A%,
dS=|—=—) dTI — | dV = = 5.24
<6T)V * <av>T T T (5.24)
Wobei wir im letzten Schritt den 1. Hauptsatz angewendet haben. Wir kombinieren zusammen
mit
oU oU
dU = — | dT — | dV 5.25
(57), 7+ (iv), 62
und bekommen zusammen mit 5A,‘£U = —p-dV auf
1 /oU 1 ou
dS==|—= | dT+=|| = dav 5.26
r(or), 7 (), 7 (5:20)

Um dS zu bestimmen brauchen wir g—% und g—g. Dazu werden wir 2x die Integrationsbedingung

fiir Zustandsvariabeln ausniitzen. Faulheitshalber nennen wir % (aU)V = (%)V folgend A und

T
1 ou _ (0S8
r [(5v)r +10] = (w)r B-
dS ist ein exaktes Differential = vollstdndiges Differential, da S eine Zustandsfunktion ist. Bei
den exakten Differentialen wissen wir, dass die Integrationsbedingung gilt mit

0A 0B

— | == (5.27)

ov ), or ),
Wenn wir A und B einsetzen entspricht das

0?8 %S

= == 2
(avo7) = (aav) 529

Hier haben wir Verkniipfungen, die wir rein mathematisch gratis bekommen
(und dann noch experimentell bestétigen miissen).

AN _ 10 (oUuN 100U opl 1 |(OUN | (0B (5.29)
ov), Tov\er), T |orov or| 1 |\ov), T|~\ar),

Wobei wir im letzten Schritt die Kettenregel verwendet haben. Nach Herausstreichen der Ge-
meinsamkeiten erhalten wir

ou Op 9
<BV)T (8T>V !

Wir haben die thermische Zustandsgleichung gefunden (Term in der Mitte).

o (%)

o (5.30)
\%

Nun wollen wir noch einen passenden Ausdruck fiir die Entropie finden Dazu verwenden wir im

letzten Schritt der obigen Gleichung die Kettenregel %{g) = f'g;zg]“
g

Links haben wir eine kalorische Messung, da wir die innere Energie messen und in der Mitte eine
thermische Messung. Nun wissen wir, dass auch U eine Zustandsgrosse ist und, dass auch dort
die Integratibilitdtsbedingung (g—g)T = (%)V gilt. Wir sehen, dass das genau der Definition

der spezifischen Wéarme entspricht.
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Definition 5.12

oU AQ
- = —_* _ 5.31
<8T> , AT (5:31)
¢y, werden wir spezifische Wdrme nennen, die bei konstantem Volumen pro Mol gemessen

wird und es gilt ¢, = % wobei n die Molzahl ist.

Wir setzten ¢, mit der Gleichung 5.30 gleich.

dcy 0*p
= (5v),=7 (o), 532

Daraus ergibt sich, dass dS = % ccy + (%’;)V -dV

5.7.1.2 Methode der Kreisprozesse Wir wihlen zuerst wir einen geeigneten Carnot

Prozess

Nun kennen wir fiir diesen Prozess den Wirkungsgrad. Wir erinnern uns an die Definition 5.3

A7 AT

Wir wollen iiber diesen Zusammenhang die thermische Zustandsgleichung herleiten. Deshalb

bestimmen wir als ndchstes A und Qs.
Fiir A verwenden wir 64" = —pdV und 64" = pdV

2 2 2
A/:/ p(V,T)dV—/ p(v,T—AT)dvaT/ (8p> av (5.34)
1 1 1 or 1%

Wobei mit AT sehr kleine unterschiede gemeint sind und somit das eigentliche ~ zu = wird.
Wie das folgende Bild zeigt, konnen wir uns einfach Vorstellen “die Ecken zu vernachléssigen”.

.

I\\\J « €K

VERNACH LASSIGEN |

(o)
®

< e o
-

-

g

i

|
- V |+ ——s v
WV,
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Fiir @ iiberlegen wir uns zusammen mit dU = T'dS — pdV

AQS = AU — 647 = <gg>T dv + (g@v dT — (—pdV) (5.35)

Da wir uns auf einer isothermen bewegen ist dI' = 0 und wir erhalten

2
- ou d
of = [(2) <o av -
wobei T' die absolute Temperatur ist und wir erhalten nach Einsetzen von Gleichung 5.34 und
Gleichung 5.36 in die Gleichung 5.33

2

o
AT _ oy (), (5.37)

[ 1)+ ) av

Q

Da wir irgendeinen Weg betrachten kénnen, kann das nur erfiillt sein, falls die Integranden
gleich sind. Wir vergleichen die Integranden in der obigen Gleichung und erhalten (g—g)T =
T (%)V — p. Das ist das gleiche Resultat wie wir in Gleichung 5.30 gefunden haben.

Beide Methoden fiihrten zum gleichen Resultat und wir kénnen einfach die Methode auswéhlen,
die wir als passender empfinden.

5.8 Innere Energie des Van der Waals Gases

o Thermische Zustandsgleichung f(7,p,V) = 0 (wobei wir einfachheitshalber n = 1mol

wéhlen)

RT a

wobei a und b tabellierte Werte sind, die experimentell bestimmt wurden.

o Die kalorische Zustandsgleichung. (allgemein giiltiger Zusammenhang und im vorherigen
Abschnitt mit 2 verschiedenen Methoden hergeleitet)

), 7(2),

Leiten wir Gleichung 5.38 nach T" ab und setzen das in die kalorische Zustandsgleichung ein,

dann erhalten wir ou BT
a
il - = 5.40
(av)T Vb Ty (5.40)

Wir niitzen den folgenden Zusammenhang, den wir schon in Gleichung 5.32 genutzt haben

dcy %p
-7 2L — A1
(5v), =7 (am), =0 o4

Somit wissen wir, dass ¢,(7') unabhingig vom Volumen ist.

Dann wissen wir U = U(T, V') und wir erhalten

oU oU a
dU = — ) dT — | dV =c,(T)dT + —d 42
U <8T>V +<8V>T V =¢,(T) +V2 V (5.42)
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Das ist nicht allgemein giiltig, sondern nur fiir ein V.d.W. Gas.
Nach Integrieren erhalten wir

T
U(T,V) = / eo(T)dT — 2 4 konst. (5.43)
T Vv

Wobei wir hier die Innere Energie eines V.d.W. Gases berechnet haben.

5.9 Die Hohlraumstrahlung und das Gesetz von Stefan-Boltzmann

M IPAERY : LERTROMARNETISWHE

" AJJJ J{ CTRARLUNG: Y VAKWAW

Wir machen alles klassisch hier und nicht relativistisch. Deshalb wissen wir, dass p = § wobei
p der Druck und u die Energiedichte ist.

Somit ist die innere Energie

U(T, V)=V -u(T) und (5%), = u(T)

Aus dem 2. HS der TD kennen wir den allgemein giiltigen Zusammenhang

oUu Op
— =T —= — 44
(3v),=7(ar), o4
und folgern
T du wu

Wir 16sen diese ODE 2ten Grades und erhalten

T T u
3u(T) = T% —u — 4u(T) = T% — 4/T0 % = /uo c%u — 4In(T) = In(u) + konst. (5.46)

und wir haben schlussendlich u = konst. - T* was gerade das Stefan-Boltzmann Gesetz ist. Die
Konstante ist zwar noch unbestimmt, aber es ist spannend zu sehen, dass die Energiedichte u
proportional zu T* ist. Denn das kommt letztlich aus dem Zweiten Hauptsatz/ dass wir kein
Perpetuum Mobile 2ter Art bauen kénnen. Wir sehen wieder einmal, dass die TD spannend
ist. Dieses Beispiel resultiert in spannenden Einschrinkungen, die durch einfache Prinzipien
entstanden sind.
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6 Thermodynamische Potentiale

Potentiale sind skalare Funktionen. Man kann mit Ableitungen Grossen wie Kréifte bestim-
men. Beispielsweise in der Mechanik kann man aus Potentialen konservative Kréfte (Potential
¢ = F(7) :_'—mﬁgb(f')) herleiten oder in ED die Coulombkraft aus elektrischen Potentialen
(Fo(7) = —qVéa(P).

In der Thermodynamik gehen wir immer von Zustandsgrossen aus und transformieren die zu
Potentialen.

6.1 Extremalprinzipien

Beispiel 6.1 In diesem Beispiel betrachten wir ein hydrostatisches System

o Wir nehmen einen Stoff (also eine Art von Teilchen) der eventuell unter mehreren
Phasen vorkommt.

e Der Gleichgewichtszustand ist eindeutig festgelegt durch
extensive Koordinaten v = (U, V, N).

o Die Menge der Gleichgewichtszustinde (kommen durch verschiedene Kombinationen
der extensiven Koordinaten zustande) bildet einen konvexen Kegel (nicht zu ver-
wechseln mit konvexer Kurve). Konvex bedeutet, dass wenn x1 und xo Gleichgewichts-
zustande sind und wir ein A > 0 haben, dann folgt, dass auch Ax1 + (1 — X)zo ein
Gleichgewichtszustand ist. Ein Kegel bedeutet, dass wenn x ein Gleichgewichtszustand
ist und A > 0, dann folgt, dass auch Ax ein Gleichgewichtszustand ist. Also so wie
eine Skalierung. Wiren das intensive Gréssen, dann ginge das nicht.

o Wir haben S(U, V, N) wobei wichtig ist, dass das eine Funktion von extensiven Varia-
beln sein muss. Dann ist das ein homogenes System vom Grad 1. Das bedeutet fiir die
Entropie, dass S(Ax) = AS(x) — Wenn ich die Mengen skaliere, dann skaliert auch
meine Entropie. Das ganze gilt nur, falls wir Oberflicheneffekte und langreichweiti-
ge Krifte (2.B. Gravitation) vernachlassigen kénnen, sonst konnen wir nicht mehr
skalieren.

o Wir nehmen zusdtzlich an, dass N fest ist. Das ist aber ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit. Dann ist die Entropie S monoton wachsend in U und V. Dann sehen wir,
dass durch Umformen von Gleichung 5.22 folgende Formel entsteht

dU + pdV

s T

Da dS eine Zustandsgréosse ist gilt

o5 (25Yaw o (25)av 62

und wir erhalten

28\ 1 oS\ _p

Wobei fiir hydrostatische Systeme generell T' > 0 giiltig ist. T < 0 ist unmdglich.

Als néchstes miissen wir die Extremaleigenschaft diskutieren.
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6.1.1 Extremaleigenschaft der Entropie
Dazu miissen wir Gleichgewichtszustdnde und “nicht Gleichgewichtszusténde” miteinander ver-

gleichen.

Wir kénnen einen nicht Gleichgewichtszustand durch gehemmte Gleichgewichtzustéinde darstel-
len.

TheRMISCH  |SOLLERT | wahn ;b OHhE
/ pexer WEGNE AVBAR_

Es gilt S(z1,22) = S(x1) + S(x2). Sobald wir unsere Wand (Hemmung) wegnehmen (ohne
Energieaufwand) ist das System nicht mehr im GGW und es bildet sich dann ein neues. Man
kann sich auch vorstellen, dass man viele Wande hat.

Unser System wird dann folgend beschrieben:

U=U+U, V=Vi+Vo,n=mn1+ no (d.h.x:$1+x2)

Wir diirfen nicht vergessen, dass vor dem Wegnehmen der Wand das System ebenfalls mit
U1 + U, beschrieben werden kann. Wir behaupten

Theorem 6.2 Nach Entfernung der Hemmung sei S(x1 + x2) > S(x1) + S(x2)

Wir beweisen: Aquivalent dazu kénnen wir dank unserem Kegel von vorher behaupten
S(Az1+ (1= Nax2) > S(Ax1) +S((1 = N)aa) > AS(z1) + (1 — N)S(z2) (6.4)

(Im folgenden Beispiel ist 1 — A bildlich beschrieben). Der Beweis von diesem Theorem beruht
auf Theorem 5.9 (in einem thermisch isolierten System kann die Entropie nicht abnehmen) und
wir wissen, dass “thermisch isoliert” dQ,: = 0 bedeutet und dass dS > 0 — S(z1 + x2) >
S(x1) + S(x2) gelten muss. Die Entropie ist im Gleichgewichtszustand maximal im Vergleich
zu den Entropien der gehemmten Gleichgewichtzustande fiir gegebene Werte von (U, V, N) des
Gesamtsystems.
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Beispiel 6.3 Wir konnen 0.B.d.A. N fest wahlen und dann
speziell: V = fest mit Vi = Vo =V — Jetzt ist S nur eine Funktion einer Variabel und wir

kénnen einfacher ein Bild zeichnen.

’Xm (/l’ I)\ X1 mr o >0, hed

PR IEANUS

Wobei alles auf der Kurve S(U) Gleichgewichtszustinde sind.

AMWi+(1=NVa=V und U=AUi+(1-\U, (6.5)

AS(Ur) + (1 — X\)S(Uz) entspricht der blauen Gerade. AS (grin) kommt bei irreversiblen
Prozessen (wie beispielsweise die Enthemmung) hinzu.

S()\Ul + (1 — )\)UQ) > )\15([]1) + (1 — )\)S(UQ) (6.6)
Aus unserem Bild konnen wir sagen, dass S(U,V, N) der Rand eines konvexen Korpers (im
——

x
folgenden Bild grau markiert) im Gleichgewichtszustand ist.

Konvex bedeutet, dass der Korper die Verbindungsstrecke von jedem Punktepaar enthdlt.

HONNEXER MORPER ROMWEXE HINRNE

e

Ly WOnKAl &
AT

Wir diirfen den konvexen Kérper nicht mit der konvexen Kurve verwechseln.

Nun kénnen wir das Extremalprinzip aus Theorem 6.2 neu formulieren.
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6.1.2 Extremalprinzip der inneren Energie

Wir haben gesehen, dass die Entropie im Gleichgewichtszustand maximal ist im Vergleich zu
den Entropien der gehemmten Gleichgewichtzustéande fiir gegebene Werte von (U, V, N') des Ge-
samtsystems. Schlussendlich kénnen wir diese Eigenschaften wieder zuriick auf den 2. HS der
TD fihren. Es sind alles Konsequenzen davon.

Sei S(U,V,N) echt monoton in U,V fir festes N, d.h. deren Ableitungen existieren. Wenn
die Ableitung postitiv ist, dann ist die Kurve monoton wachsend. Das sollte uns vom Beispiel
6.1 bekannt vorkommen. Dank dieser Eigenschaft konnen wir eine Umkehrfunktion U(S,V, N)
bestimmen.

Die Umkehrfunktion ist homogen von Grad 1, da S homogen von Grad 1 ist. Sie ist echt monoton
wachsend in S und echt monoton wachsend in V wobei N fest sein muss. Auch hier ist U der
Rand eines konvexen Koérpers.

hHT G2

Hier ist der Korper wieder konvex, da wir eine Verbin-
dungslinie durch ein Punktepaar auf dem Rand ziehen
kénnen und die Verbindungslinie in den “nicht Gleichge-
wichtszustdnden” liegt.

Wir erinnern uns an die Gleichung 5.22
dU =TdS — pdV (6.7)

und an das Beispiel 6.1. Analog zu S im Beipsiel behandeln wir nun die uns andere bekannte
Zustandsgrosse U.

ou oU
—_— = M —_— = — .
<8S)\/,N T>0; und (8‘/)3,]\/ p<0 (6.8)

Definition 6.4 Natiirliche Variabeln

Sind jene Variabeln, welche zu einem TD Potential gehdren und fest sind. Sie erfiillen damit
das Extremalprinzip.

Fiir § sind es U, V, N

Fiir U haben wir S, V, N

AUFPASSEN: fir die Temperatur gelten diese Extremalprinzipien nicht. (Dafir gibt es
Tabellen und je nach vorhandenen Gegebenheiten kann man das entsprechende Portential
wdhlen. Spdter sehen wir dann auch, wie diese Potentiale zusammenhangen.)

Im Gleichgewichtszustand fiir festes (U,V,N) ist S maximal. Das ist verglichen mit nicht
Gleichgewichtszustdnden. Wir kénnen uns das so vorstellen, dass wenn wir ein System in viele
kleine Gebiete - mit Wénden, die ohne Arbeit wegnehmbar sind - unterteilen, dann hat das
System die grosste Ordnung, wenn alle Teilchen in einer Unterteilung sind. Sind alle Wéande
weg, hat es die grosste Unordnung. Also ist die Entropie maximal. Die innere Enegie U werden
wir durch die Legendre Transformation mathematisch fiir festes (S, V, N) als minimal schluss-
gefolgern.
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6.2 S(U,V)und U(S,V) als TD Potential Funktionen (N fest)
6.2.1 S(U,V)

Sei S eine gegebene Funktion. Mit der Wahl der richtigen Variabeln kénnen wir dann die gesamte
TD des Systems ableiten (funktioniert dann auch, wenn N nicht fest ist, das sparen wir uns
aber noch auf). Aus Beispiel 6.1 wissen wir

ds = M und <<§3>v = % — T(U,V), (S“i)[] = % Sp(TV) (6.9
Kombinieren wir Gleichung 6.9 und setzten T'(U, V') in p(T, V') ein, dann bekommen wir p(U, V)
= alle Zustandsgrossen sind als Funktion von U, V, N bekannt und die TD des Systems ist
bestimmt.

Es heisst nicht, dass berechnen besser ist als messen, aber wir konen es als Kontrolle fiir unsere
Messungen verwenden.

Definition 6.5

Partielle Ableitungen nach den natirlichen Variabeln sind wiederum Zustandsvariabeln.
Man nennt sie auch konjugierte Variabeln. Die konjugierte Variabeln von S(U,V') sind
wie oben gesehen p und T.

6.2.2 U(S,V)
Entsprechend haben wir im Abschnitt 6.1.2 gesehen, dass

dU = TdS — pdV (6.10)
oU oU
<as>v =T = T(S,V), <av>s = —p—p(S,V) (6.11)

Analog zu S(U,V) ist auch hier die TD des Systems bestimmt.

6.2.3 U(T,V)

In diesem Fall gilt nicht mehr, dass das thermodynamische System vollstdndig bestimmt ist, da
wir nicht die natiirlichen Variabeln kennen.

Beispiel 6.6

oU
— ) =g A2
(57), - (012
Wir haben die kalorische Zustandsgleichung
8U> < dp >
— ) == -»p (6.13)
<6V T or ),

Fiir ein ideales perfektes Gas ist die obige Formel 0 zu setzen. Ebenfalls im Falle des v.d. W.
Gases (vergleiche mit Gleichung 5.41).
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6.3 Maxwell Relationen/ Beziehungen

Das sind Beziehungen zwischen Zustandsgrossen die aus der Integrabilitdtsbedingung fiir voll-
standige Differentiale folgen. Nehmen wir wieder IV fest und wir kennen die thermodynamischen
Potentiale S(U, V) und U(S,V). Dann gilt fur die Zustandsgrosse U

U U
250V ~ VoS

(6.14)

Daraus konnen wir neue Relationen zwischen p und T folgern (siche Gleichung 6.11).
orT 0
el N (6.15)
vV )sn S )y N

0%s 029
oudV — aVoU

o(%) o(5) (6.16)
- ( oV )UN: < oU )MN

)

Fiir die Zustandsgrosse S gilt

6.4 Freie Energie F'(T,V,N) bei N fest

Wir wollen das Extremalprinzip bei festem 7', V anwenden und betrachten ein Wéarmebad mit
T fest. Das System soll mechanisch isoliert sein und z.B. V fest.

WSKM

MT VN HST

AND W (unsh.

NA LSS
Rim SY5km

Stot = maximal im Gleichgewichtszustand, da das Gesamtsystem (System und Wérmebad)

abgeschlossen ist. Betrachten wir nun 6Q< (reversibel), das in das System geht.

0Qf —0Usyst
T

(sStot == 5SBad + 5‘S’Syst = + 5‘S’Syst = + 5SSyst (617)
Wobei wir den 1. HS der TD 6U = §A< +6Q% verwendet haben. A ist 0. Mit dem Vorzeichen

miissen wir nun aufpassen (5QB‘/ad = 5Q£,St = —5Q‘S/yst. Das wird wieder mit dem 1. HS der TD
und §A4¢" = 0 zu —0Ugyst = _5Qs/)lst' Mit T konstant bekommen wir aus Gleichung 6.17

5(_USyst + SSystT> _ _57F

0Stot = + T =" (6.18)

Wobei F'=U — TS die freie Energie ist. Da Siot immer zunehmen will und maximal ist, ist
F minimal.

Sprich, wenn St maximal — dSiot = 0 — dann 6F =0

Aber wegen dem Vorzeichen ist F' ein Minimum. Das heisst, bei festem Gesamtvolumen und
Temperatur ist die freie Energie im Gleichgewichtszustand minimal.
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Wir bekommen fiir (V, N) fest einen konvexen Korper.

6.4.1 Partielle Ableitungen von F(7,V) mit N fest
Mit dU =TdS — pdV und F = U — TS bekommen wir

dF = (TdS — pdV) — (SdT + TdS) = —=SdT — pdV (6.19)

EE Kettenregel

Wir erhalten
oF
— =-S=-S(T,V,N) (6.20)
o)y

und entsprechend
a—F =-p= —p(T,V,N) (6.21)
(9V T7N - p p 9 9 N

Durch Ableitung nach nattirlichen Variabeln (hier 7', V) kommen wir zu den konjugierten Va-
riabeln (S, p).

Falls F(T,V) gegeben sind, dann sind alle Zustandsgrossen bekannt und die volle Information
vorhanden. Also ist die Thermodynamik des Systems festgelegt.

Durch die Integrabilitdtsbedingung wissen wir

O*F O*F
== .22
(ovor) = (ozav) 622
und folgern daraus mithilfe der Gleichungen 6.20 und 6.21 die Maxwellbeziehung
Op oS
— | === 6.23
(1), = (), (629
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6.5 Mathematischer Exkurs der Legendre Transformation

Hier geht es nicht um die Legendre Polynomen :)
Diese Transformation ermoglicht eine Variablentransformation ohne Informationsverlust.

6.5.1 Problem an einem Beispiel gezeigt

Beispiel 6.7 Betrachten wir die Ubertragung U(S,V,N) — U(T,V,N)

wobet wir T' = (%)V,N aus dU = TdS — pdV erhalten. Das ist mit einem Informations-
verlust verbunden.

Betrachten wir nun N, V fest. Sei U(S) gegeben.

Die Steigung in Sy aus folgendem Plot bezeichnet T' = (‘g—g)S:SO. Wir wissen aber aus dem
Abschnitt 6.2.1, dass T die konjugierte Variable zu S ist.

/ STGUNG 1 Se

1 56

Sei nun U(T,V) mit (V,N fest) — U(T). Aus Abschnitt 6.2.2 wissen wir, dass das nicht
natirliche Variabeln sind. Wir betrachten das folgende U, S Diagramm.

Messen wir die Temperatur, ist T gegeben (T = Ty). Dadurch kennt man die Steigung,
aber man weiss nicht zu welchem S(Sy) es gehirt. Das bedeutet, es ist nicht eindeutig. Das
entrspricht einem Informationsverlust.

/

= |

*r—'r—\éi—~—>s

Sn z

MO DL ToRw BER WWRNG
AR R WELWEY S

Ideen die wir dank dem Beispiel haben
o Wenn ich U(T) kenne, habe ich nicht die gesamte Information!
o Kenne ich hingegen F(T'), dann habe ich die gesamte Information!

Betrachten wir das eindeutige System F(T,V)=U(T,V) —-TS(T,V)

ABLTUNG

'l
GERADENGLE CHng,
( ! h=mmirg=TStg

u j T ‘"qi-f-n-rs
(
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Da wir nun den griinen Achsenabschnitt kennen, kénnen wir das nicht mehr wie am Ende vom
Beispiel 6.7 einfach irgendwo hinschieben und S bekommt einen spezifischen Wert / kann ein-
deutig bestimmt werden und wir haben somit keinen Informationsverlust mehr.

Das bedeutet, haben wir nun U(S, V), dann miissen wir F(T,V) = U(T,V) — TS(T,V) be-
trachten.

6.5.2 Legendretransformation als Losung des Problems

Definition 6.8 Aufgrund dieser Erkenntnis konnen wir nun die Legendre Transforma-
tion definieren. Das ist die Variablentransformation ohne Informationsverlust, die durch

z) £ g(y) = (f —yz)(y) (6.24)

fiir eine Variabel gegeben ist, wobei y = 6 . Die Legendre Transformation ldisst sich auf den
Fall von mehreren Varitabeln verallgemeinern.

Beispiel 6.9 Am Beispiel 6.7 angewendet bedeutet das
Die Variabeln entsprechen x = S und y =T fir f =U(S,V). Also haben wir 2 =T und

df =y (wobei wir folgern, das T die konjugierte Variable zu S ist).
U(S, V)QF(T, V)y=UT,V)-TS(T,V)=(U-TS)(T,V) (6.25)

Wir erhalten durch die Legendre Transformation die Freie Energie aus der inneren Energie

Mit dieser Transformation kénnen wir auf unsere Potentiale losgehen und dann so die Variabeln
bestimmen, die am geeignetsten fiir unser System sind.

6.6 Die Enthalpie H(S,p)

Analog zum Abschnitt 6.4 leiten wir die Entalpie her. Wir werden U (S, V') g H(S,p) herleiten.
Aus der Gleichung 6.11 wissen wir, dass S und V die natiirlichen Variabeln der inneren En-
ergie sind und dass (g—g) ¢ = —p die entsprechende konjugierte Variabel ist. Mit der Legendre

Transformation kommen wir auf

U(S,V) L H(S,p) = [U = (=p)V](S,p) = (U +pV)(S.p) (6.26)
Dann ist
dH =dU 4+ d(pV) = TdS — pdV + pdV + Vdp = TdS + Vdp (6.27)
daUu Kettenregel

Jetzt sieht man mit den partiellen Ableitungen die konjugierten Variabeln zu S und p

oOH 0H

Brauchen wir den Zweiten HS der TD und somit die Maxwell (messbare Grossen vergleichen)

Beziehungen, erhalten wir
oT oV
) = (ZZ 2
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Durch das Extremalprinzip erhalten wir fiir ein festes (S,p) , dass H minimal im Gleichge-
wichtszustand sein muss.
Wir koénnen jetzt noch ein weiteres Potential konstruieren; das Gibbspotential.

6.7 Das Gibbspotential G(T',p)

Das Gibbs Potential wird auch freie Enthalpie genannt. Durch Legendretransformation von
F(T,V) und der konjugierten Variabel —p, erhalten wir aus F' =U —T'S

F(T,V) Q G(T,p)=[F —pV]=F +pV (6.30)
und

dG = dF + d(pV) = dU — d(T'S) + d(pV')
= TdS — pdV — dT'S — TdS + dpV + pdV = —SdT + Vdp (6.31)

(3),--(3),

Das Extremalprinzip sagt, dass wenn (7', p) fest ist, dan ist G minimal im Gleichgewichtszustand.

Fiir die Maxwell Beziehungen gilt

6.8 Das Potentialschema

Jetzt haben wir verschiedene Potentiale kennengelert (mit festem N) und konnen ein Schema
erstellen.

W

Abbildung 6: Wobei wir die intensiven (T,p) oben / die extensiven Variabeln (S,V') unten
haben.

6.9 Das chemische Potential i,

Die chemischen Potentiale werden genauer im Abschnitt 8 behandelt. Sie werden aber fiir die
Gibbs Duhem Relation im Kapitel 7.2 benétigt. Bis jetzt haben wir N immer als fest betrachtet.
Nimmt man N (oder N; mit j = 1,...,1 fiir [ verschiedene Stoffe) als eine Variabel, so braucht
man das chemische Potential ;. Man hat ein chemisches Potential pro Molekiilsorte.

Nehmen wir beipsielsweise S = S(U,V, N;). Aus Gleichung 5.22 erhalten wir duch Umformen
dS = 4rdV Dyrch ableiten bekommen wir

T
oS K

=T (6.33)
J
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und konnen fir dS schreiben

1 P a I
= —dU + =dV — —dN; 34
ds d d JEZl dN; (6.34)

Analog dazu haben wir U = U(S, V, N;) und folgern

oU

TN]- = My (6.35)

und konnen fur dU schreiben

l
dU =TdS — pdV + > ji;dN; (6.36)
j=1

Uber Legendre Transofmationen bekommen wir mit der Hilfsfunktion J mit den Variabeln
T,V, p; (anstelle von T, V, N;)

oF
éTVj = Hyj (6.37)
Nach abermaliger Legendre Transformation bekommen wir das Gibbs Potential
!
dG = —SdT + Vdp+»_ pi;dN; (6.38)

j=1

Letzteres wird auch Gibbs Enthalpie pro Teilchen bezeichnet.

6.9.1 Die Homogenititsrelationen
Fir die extensiven Variabeln haben wir
S(AU,A\V,AN) = AS(U,V,N), U(AS,A\V,AN)=AU(S,V,N)
F(T,\V,AN) = \F(T,V,N), H(\S,p,AN)=\H(S,p,N) (6.39)
G(T,p,AN)=\G(T,p,N)
Unsere Idee ist fiir ein G linear in der Teilchenzahl:

l

d
j=1

Nach dem Ableiten kommt nur der Koeffizient der Teilchenzahl vor und G selbst ist linear. In
andern Worten nehmen wir dG aus Gleichung 6.38

l
dG = —SdT + Vdp+ > p; - dN; (6.41)
j=1

wandeln wir dG zu d(AG) um. Wir erhalten

l
d(AG) = —SdT + Vdp + Y _ pi; - AdN; (6.42)
j=1
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Wir sagen nun, dass % |x=1 und kommen auf die Gibbs-Duhem Gleichung/ Relation (falls
mehrere Teilchensorten)

l

G(T,p,N) = (T, p)N; (6.43)
=1 '

> Nidp; = —SdT + Vdp

6.10 Joule Thomson Prozess/ Effekt

Wir wollen die Potentiale nun ausniitzen um einen Effekt zu beschreiben, den wir beispielsweise
von Velopneus kennen; die Luft die aus dem Pneu kommt ist kélter. Es geht um gedrosselte adia-
batische Expanision und die Temperaturdnderung eines Gases. Beispiele dafiir sind Spraydosen
oder Velopneus.

o+ Adiabatisch heisst kein Warmeaustausch (6Q = 0)

e Gedrosselt heiss, dass man zwar Expansion hat, die aber nicht frei stattfindet, sondern
durch ein Drosselventil kontrolliert wird.

Der Teilchenstrom ist geregelt.

DROSSELVENTIL

Wir versuchen nun das System aus der obigen Abbildung zu beschreiben:

e Gas in 2 Volumina V7, V5 mit zwei Kolben. Zwischen den beiden Volumina kann das Gas
nicht frei strémen. Der Teilchenstrom wird iiber Drosselventil geregelt.

« Q=0
e po < p1 und die Driicke bleiben durch das Drosselventil konstant.

o Fiir die innere Energie haben wir AU = Ug — U4 (nicht mit 1 und 2 Verwechseln). Das
konnen wir auch folgend schreiben (AU = TAS — pAV mit 6Q = TdS = 0)

0

AU:UE—UA:—/

Ve
pldV — / deV = p1V1 — ngQ (6.44)
Va 0

o Wir haben einen isenthalpischen Prozess mit der Enthalpie H(S,p) = (U + pV)(S, p)

AH = Ug+pVa) — (Ua+pi1V1) =0 (6.45)

Der Effekt kommt z.B. vor, wenn man das Ventil einer Spraydose 6ffnet oder eine Fahrradpumpe
/ Fahrradventil benutzt. Man bemerkt empirisch, dass die Luft, die aus dem Fahrradventil
kommt, kélter ist als sie innerhalb des Reifens war. Wir werden sehen (im Beispiel 6.10) dass
eine derartige Abkiihlung fiir ein ideales Gas nicht stattfindet. Dieser Prozess zeigt also die ersten
Abweichungen vom idealen Gas und ermoglicht es, Parameter fiir das reale Gas zu finden.
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6.10.1 Joule Thomson Koeffizient

Wir kénnen unser neues Wissen anwenden. Wir wollen jetzt den Joule Thomson Koeffizi-
enten ¢ mit Hilfe des Temperaturverhaltens als Funktion der Druckdifferenz beschreiben

Wir bemerken, dass 7" und p nicht die natiirlichen Variabeln sind. Denn wir haben H (S, p). Wir
betrachten S(T,p) mit dem totalen Differenzial

oS a8
dH:TdS+Vdp:T<85> dT + <V+T<8S> )dsz (6.48)
oT » op )

Da wir vorher gesehen haben, dass sich H nicht dndert (AH = 0). Aus den Maxwellrelationen
(in Tabellen ablesbar) des Gibbs Potentials

(), (3),

zusammen mit der Warmekapazitét bei konstantem Druck (ohne das herzuleiten, das liegt an
uns das in der entsprechenden Literatur zu finden)

¢y =T <g§>p (6.50)

erhalten wir kombiniert

dH = ¢,dT + (V -T ((9V> ) dp=0 (6.51)
ar ),

Und nach Umformen kommen wir auf
T 1
5= (‘9) s <8V> v (6.52)
op)y o oT »

Beispiel 6.10 Nun betrachten wir alles fiir ideale Gase.
Wir haben pV = nRT

Also haben wir V = % und (g—‘T/)p = "8 ynd folgern § = é (T”—R — ﬂ) =0.

p p p

Wenn wir uns das nun an einem Beispiel wie dem Velopneu (also nicht ideales Gas) tiberlegen
erhalten wir

p2 < p1 und somit Ap < 0

d > 0 demnach ist AT < 0 (das heisst 75 < T1) eine Temperaturabnahme.

Wobei § = 0 die Inversionskurve ist und

6 < 0 die Temperaturzunahme

Also wird Luft aus dem Pneu gelassen, wird die Luft kélter.
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7 Phaseniiberginge

7.1 Fest-fliissig-gasformig
(p, T)(p, V) Diagramme

A DAMPTBRUCKHURNE
1 SCHMELD RUCKKURNE FesT
3 SUBLIMATIONSICWRVE
U KON HUARSR: PHASER- TRIPELPINKT
BERLANG
v

Abbildung 7: In diesem 1-Stoff Diagramm sind pV und pT einander gegeniibergestellt.

Wir bewundern das Diagramm und uns fallt der Tripelpunkt auf. Der Vergleich mit dem pV-
Diagramm ist informativ. Wir betachten nun einzelne Phaseniibergénge:

o Fliissig-Gasformig
Quantitativer Unterschied ist vgissic < Vaas Wobei v; = %
Dieser Ubergang verschwindet oberhalb des kritischen Punktes.

e Fest-Fliissig und Fest-Gasférmig
Wir haben den qualitativen Unterschied, dass wir im festen Zustand einen reguldren Kri-
stall haben und im fliissigen eine Unordnung.

Zusammen mit dem ersten und dem zweiten HS wollen wir die Phaseniibergéinge (verdampfen,
schmelzen, sublimieren) auf reversiblem Wege beschreiben.

7.2 Gleichung von Clausius und Clapeyron

Wir betrachten die Phasenverwandlung = Phaseniiberginge P,T konstant, durch die
Bedingungen des Experiments gegeben (aber auch n konstant, da sich die Stoffmenge beim
Ubergang nicht plotzlich dndert).

Gibbs freie Enthalpie G(T, p) hat im Gleichgewicht ein Minimum und p, T sind intensive Gro-
ssen. Das bedeutet, dass 0G = 0 bei 0T = dp = on = 0. Zusétzlich wissen wir definitionsgeméss,
dass sich Phasen nicht mischen und kénnen sagen: ny = Molzahl der Phase 1 und ny = Molzahl
der Phase 2 und folgern n = ni + ny = konstant. Wir schreiben die Gibbs Duhem Relation

2
G(T,p,n1,m2) =Y nigr(T, p) (7.1)
k=1
Wobei wir g, = % in Phase k£ haben. Da sich die Phasen nicht mischen gilt
0G = g16n1 + go2dngy =0 (7.2)
Da sich die Teilchenanzahl nicht dndert, haben wir dn = dny + dno = 0 — dny = —dng und

konnen dank dieser Erkenntnis schreiben

6G = g16n1 + g26nz2 = 6n1(g1 — g2) = 0= g1 = g2 (7.3)
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Somit wissen wir, dass wir fiir Phasen die im Gleichgewicht stehen, die gleiche freie Enthalpie
pro Mol haben.

Wir merken, dass unsere zuvor definierten Potentiale sehr niitzlich sind. Wir miissen aber auf-
passen, denn hédtten wir die falschen Variabeln genommen, hétte das nicht sehr vorteilhaft
geendet.

Unser Ziel ist es, Kurven im Phasendiagramm (Bild 7) zu beschreiben
Wenn wir sagen, dass g1(7,p) bekannt ist. Dann folgern wir, dass entweder 7' = T'(p) oder
p = p(T) fir Temperatur oder Druck bei Phasenumwandlung gilt.
Zu jedem Punkt entlang der Phaseniibergangskurve konnen wir schreiben g1 (7', p) —g2(T,p) = 0
und dG = —SdT + Vdp = 0. Durch Separation der 2 Gleichungen kommen wir auf d(g2 — g1) =
0 = —(s2 — s1)dT" + (v2 — v1)dp und nach Umformung erhalten wir

dp(T) 52 — 81

= 4
dT Vo — U1 (7 )

Das vy — w1 interessiert uns nicht sehr fest, da es zimlich offensichtlich ist, aber sy — sy ist
spannend. Per Definition gilt ndmlich

2
dqrev l12
S9 — 81 = = — 7.5
K T T (7:5)

Das kénnen wir machen, da T konstant ist

Definition 7.1

Wir definieren lio als die Ubergangswirme pro Mol. Sie wird auch latente Wirme ge-
nannt. Wollen wir einen Block Eis schmelzen und sind exakt bei 0°C' Eis. Geben wir mehr
Wiérme dazu, dann schmilzt der Block bei 0°, bevor sich das resultierende Wasser dann
erwarmt.

Wir finden fiir die obige Gleichung deshalb

dp _ ho
dI’"  TAv

mit Av = vg — v1 (7.6)

Das wird die Clausius Clapeyron Gleichung genannt. Ist Av, 112 bekannt (im Allgemeinen ex-
perimentell bestimmt) kann der Umwandlungsdruck p(T") fiir Phasentibergénge erster Ordnung
berechnet werden.

Definition 7.2 Es gibt verschiedene Ordnungen, die qualitative Zustandsdnderungen ei-
nes Materials bei Variation der Aussenbedingungen beschreiben.

o Phaseniiberginge erster Ordnung sind dadurch gezeichnet, dass sowohl g1 = go gilt,
aber 3 3 3 3
m>¢<9ﬂ md(m>¢<gﬁ (17)
(8T » oT p dp T op T
Das heisst, dass die partiellen Ableitungen unstetig sind.

e Phaseniibergang zweiter Ordnung
Falls die obigen Uberginge stetig sind. Wir werden mehr dazu in der Definition 7.6
lernen.
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7.2.1 Verdampfen

Wir treffen weitere Annahmen im Falle des Verdampfens um die Beziehung zu vereinfachen
L. Vgas > Ufjuessig Mit T < Tiit.
2. Gas = ideal. Das ist eine grobe Approximation am Kondensationspunkt.

3. l12 sei unabhingig von T, wir nennen die latente Warme fiir die Beschreibung der Ver-
dampfung I.

Mit diesen Annahmen kommen wir auf einen analytisch 16sbaren Weg Av = vgqs ~ % und

mit [ = konstant erhalten wir fiir die Clausius Clapeyron Gleichung 7.6 die Differentialgleichung
dp _ Ip_

dl — TR
Diese Diffgleichung kénnen wir nun separieren und integrieren

dp 1 [dT 1
> R / 72 log(p) = “RT + konst. (7.8)
Wir erhalten l
pRpo-e BT (7.9)

7.2.2 Schmelzen

Wir betrachten ein Beispiel

Beispiel 7.3 Schmelzpunkt von Eis

Ein dusserer Druck bewirkt eine Erniedrigung des Schmelzpunktes des Eises (betrachte das
Phasendiagramm 7 mit “Stoff mit Anomalie”)

Av = Ufluessig — Ufest < 0

Wir haben vwasser = 1%: Volumen fiir 1g Wasser bei 0°C

Wir haben vgis = 1.091‘3‘;12 : Volumen fiir 1g Eis bei 0°C

(Also ist bei einem Eisblock 90% unten und 10% oben) und | = 80%al (Schmelzwdrme von
FEis). Wir verwenden jetzt die Clausius Clapeyron Gleichung 7.6

Ap l

—_— = 1
AT ~ TAV =" (7.10)
da AV <0 ist.

Setzten wir T = 273.16K ein und haben AT = 0.0075%Ap (wobei T' in Kelvin und p in
atm ist und 0.0075 die Steigung mit Einheit 1 atm)

Die Schmelztemperatur wird um 0.0075°C erniedrigt (bei 130 atm um 1°C).

Fiir die meisten Substanzen ist vfes; < Vnissig und somit wéchst die Schmelztemperatur mit
wachsendem Druck.

7.3 Die Van der Waals Gleichung

Die thermische Zustandsgleichung kennen wir aus dem Abschnitt 5.8

RT a

mit n = 1 fest
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Wir beobachten das folgende pV Diagramm

: —

p
Es gibt gerade ein kritisches Volumen V_, bei dem alle Nullstellen zusammenfallen, so dass
am kritischen Punkt (p., Tt, Ve) gilt:
(V -V =V3—3V2V. +3VV2 - V2 =0 (7.13)

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir V. = 3b (mit n # 1, sonst 3bn) und p. =

a
8a .. .. .. s . 2767
T. = 51 Einige Beispiele fiir kritische Temperaturen sind

Te[K]

N, 126
H>O 647
o) 154

Dank diesen Werten kann man dann a und b bestimmen und dann die vdW Gleichung beschrei-
ben.

Irgendwas stimmt aber noch nicht mit unserer Gleichung, denn der Druck sollte konstant bleiben
(Siehe Annahme zu Beginn vom Kapitel Clausius Clapeyron Gleichung). Und wie wir im obigen
Diagramm sehen, macht es das nicht.

7.3.1 Maxwellkonstruktion

Das Ziel und die Idee ist, den Druck zur Konstanten zu konstruieren. Denn mit der griinen
Kurve im folgenden Diagramm wiirden wir echt messbare Systeme gut beschreiben.

P
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Um die Situation besser zu analysieren wechseln wir in das F'V Diagramm. Dazu nehmen wir
die freie Energie F(T,V): dF = —pdV — SdT. Da T auch fest ist und somit auf der Isothermen
liegt ist dT" = 0. Wir konnen deshalb den letzten Teil weglassen und bekommen

dF = —pdV — F = — [p(V,T)dV.

oF 0*F op
=) =- d Z— =-—2 <0 7.14
(av)T PoURE Gy T Ty (7.14)
Wenn wir den Weg von A bis B betrachten, dann sollte g—%} positiv sein und deshalb muss die
erste Ableitung der Funktion g—‘lj = —p negativ sein (also fallend). Im folgenden Diagramm

veranschaulichen wir diese Erkenntnis.

:F

GLEL(HELWICKT

Wir sehen eine konkave und eine konvexe Kurve.
Fiir den schraffierten Weg (A — B) haben wir

Op 0*F
7 >0 | 573 ) <0 7.15
(&), >0 (o) )
Fiir ein festes (V,T) ist F' (A — B) kein lokales Minimum. Wir erinnern uns, dass alle Potentiale

in extensiven Variabeln konvexe Korper sein miissen. Das ist ene notwendige Bedingung fiir die
Stabilitdat. Konkave Korper zeigen diesen Sachverhalt mit den intensiven Variabeln.

Beispiel 7.4 Wir nehmen S(U,V)

Das ist eine konkave Fliche (Achtung Unterschied konkave Fliche/ Korper) aber ein kon-
vexer Korper. Damit Stabilitit vorliegt, muss d*S negativ definit sein (die Zweite Ableitung
sagt mir ja, ob die Kurve nach unten oder nach oben zeigt).

Wir haben die Jakobimatix

2 sE s
S M= 92 Y (7.16)
ovVoU ov?

Durch die negative Definitheit wissen wir, dass det(M) > 0 und % <0 (SpurM < 0)

Dies ergibt 2 Bedingungen (die wir nicht beweisen), die daquivalent sind mit
o die spezifische Warme (siehe Definition 5.12) ¢, = (g—g)v c0 < ey <

e isotherme Kompressibilitat: 0 < kr < oo mit kp = —% (%—Z)T
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Nun betrachten wir einen Phaseniibergang:

<g—€)T = 0 entspricht mechanisch gesehen einem neutralen Gleichgewicht (z.B. ein Zylinder auf
flacher Ebene - tiberall im Gleichgewicht).

Wir nehemen nun unsere V.d.W Gleichung und erhalten so eine minimale Korrektur,

sodass F(T,V) ein konvexer Korper wird und somit alle Zustdnde stabil oder neutral (bei Pha-
seniibergéngen) sind.

Theorem 7.5

Wir behaupten nun die Tangente im F(V,Tfest)-Diagramm entspricht jenen Horizontalen
in pV Diagramm, welche die schraffierte Fliche “gleich” macht. T ist fest, da wir uns auf
etner Isothermen befinden.

F
A
c\ /
TANGENTE
v
Dieses Konzept nennt man Maxwellkonstruktion.
Anders dargestellt haben wir fir die Maxwellkonstruktion:
P P
C
D
Peo W
| ? @ |
; 3 |
la 1] _[_ . ]
V

ot HRATIY > e (\[“_\15\ : Jb ?(\ﬂ o\

SONDERN Vo YUNKT C 5
—_— — L_____h‘/‘__)

0 ®

Wir beweisen, dass die schraffierten Fléchen im obigen Bild gleich sind, sprich O = @
Wir wollen das iiber die freie Energie beweisen. Wir verwenden wieder, dass dI' = 0, da wir auf
einer Isothermen sind und deshalb dF = —pdV ist.

D D

F(D) - F(C) = / dFKorrektur = _/ pdV (717)
C C

Fiir die korrigierte V.d.W. (rechts im obigen Bild) ist p = konstant = pcp (bei Phaseniibergang).

Daraus folgt dann, dass F'(D) — F(C) —pcp(Vp — Vo) = D.

F(D) — F(C) ist nicht wegabhéngig (also nur vom Anfangs und Endzustand.) Deshalb kénnen

wir das via der nicht korrigierten V.d.W Gleichung berechnen.
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Also mit Nummer 2, da es ja das Gleiche ist.
D D
F(D) - F(C) = / aniCht korrigiert — _/ p(V)dV (718)
C C

Also muss D) = @) sein.
Die Maxwellkonstruktion erkennen wir auch im Diagramm 7 (Phasendiagramm).

Also das heisst, wir wihlen die Punkte C und D so, dass die “Kamelhécker” bis auf entgegen-
gesetztes Vorzeichen gleich sind

7.4 Thermodynamische Potentiale am Phaseniibergang

Wir haben schon gesehen, dass die Gibbs freie Enthalpie konstant bleibt wéihrend des Pha-
seniibergangs. Deshalb wollen wir das Verhalten von G und F' UND deren Ableitungen am
Phasentibergang untersuchen.

7.4.1 Mathematische Definitionen

Folgend stehen f (stetig) und g nicht fiir Enthalpie etc., sondern fiir Funktion f und Gerade g.

f/ und f” miissen nicht umbedingt existieren oder stetig sein...

7.4.1.1 Konkav

FEine Funktion f ist konkav, falls fiir beliebige 2 Punkte im Definitionsbereich x1, x2 die Ver-
bindungsgerade g(x1,x2) dieser beiden Punkte in diesem Intervall stets unterhalb von f liegt.
Wir kénnen auch mathematisch sagen

g(w1,72) < f(x € [w1, 7)) (7.19)

Wir kénnen geometisch sagen

%(XMXL)
/

falls 3 f” dann gilt f"(z) <0
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7.4.1.2 Konvex

Fine Funktion f ist konvex, falls fiir beliebige 2 Punkte im Definitionsbereich x1, x5 die Verbin-
dungsgerade g(x1,x2) dieser beiden Punkte in diesem Intervall stets iiberhalb von f liegt. Wir
kénnen auch mathematisch sagen

g(x1,m2) > f(x € [x1,22]) (7.20)

Wir kénnen geometisch sagen

%(XMX;)

falls 3 f”, dann gilt f”(x) > 0.

7.4.2 Betrachtung von F' und G

Es gilt fiir ein festes N, dass G(T, p) konkav in (T, p) ist, da es intensive Grossen sind und in V/
konvex, da es eine extensive Grosse ist. Wir kennen den Zusammenhang F(T,V) = G — pV.
Betrachten wir wieder das Diagramm 7 (Phasendiagramm) und folgern

e Wir haben fiir ein konstantes T > Tiyitisch keinen Phaseniibergang. Wir haben

N

BP Vv

&

Wobei wir sehen, dass wir links einen konkaven und rechts einen konvexen Zusammenhang
haben.

e Wir haben fiir ein konstantes T < Tiyitisch €inen Phaseniibergang. Wir haben

v

Dies entspricht den Vp und pV Diagram unterhalb der kritischen Temperatur, die wir
schon beim v.d.W Gas gezeichnet haben. Was passiert nun, wenn wir eine Legendre Trans-
formation F(T,V) — G(T,p) machen?
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Der springende Punkt ist, dass alle Punkte des Phasengleichgewichtes (d.h. Vo <V < Vp) [Im
Phasengleichgewicht hat man Fliissig und Gasférmig zusammen| auf EINEN Punkt in G(T, p)
mit p = konstant = peop fiir V € [V, Vp] fallen. Also alle gehen auf diesen einzelnen Punkt
G(T,pcp). Wir haben jetzt trotzdem einen Informationsverlust, obwohl wir mal gesagt haben,
dass wir bei Legendre Transformation keinen Inforamtionsverlust haben! Aber dieser Verlust
kommt von der Maxwellkonstruktion. Und zwar haben wir die Information iiber das Mengen-
verhéltnis verloren - “Wie viel ist im fliissigen respektive im gasférmigen Zustand?”

Wir fassen zusammen: Wir haben haben einen Informationsverlust iiber den Zustand des Sy-
stems, jedoch keinen Verlust iiber die Thermodynamik des Systems.

Im Gp Diagramm sehen wir, dass beim Phaseniibergang ein einziger Punkt ist, wohingegen
im F'V Diagramm der Phaseniibergang durch eine Linie beschrieben wird. An den Punkten,
die Einphasen- von Zweiphasengebieten trennen, entsteht eine Diskontinuitdt in den ersten
Ableitungen der Potentiale. Das fithrt uns auf die Ehrenfest-Klassifiktion.

7.4.3 Ehrenfest-Klassifikation von Phaseniibergingen
Es gilt, dass G(T,p, N) stetig ist.

Definition 7.6
Dann betrachten wir die Ableitungen

0'G > <8iG )
. und . (7.21)
<8Tz » op* )
sind stetig fir i = 1, ..., n-1, aber bei der n-ten Ableitung haben wir in
oG ) <6"G )
oder (7.22)
<3T" » op" ) p

eine Unstetigkeit. Dann haben wir einen Phaseniibergang n-ter Ordnung.

Beim Beispiel oben war die Ableitung bereits fiir n = 1 unstetig und wir hatten somit einen
Phaseniibergang erster Ordnung.

7.4.3.1 Phaseniibergang 2ter Ordnung Bei einem Phaseniibergang zweiter Ordnung
sind G und erste Ableitungen stetig. Bei mindestens einer zweiten Ableitung kommt dann aber
eine Unstetigkeit vor. Haben wir eine Stetigkeit in den erseten Ableitungen, dann wird weder
Wiérme frei, noch haben wir eine Volumenénderung. Ein berithmtes Beispiel eines Phaseniiber-
gangs 2ter Ordnung ist der Ubergang von der supraleitenden in die normalleitende Phase. Also
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%G

ist auch die Warmekapazitit ¢ = —T'55

handen.

8 Mehrstoffsysteme

unstetig und somit ist kein dusseres Magnetfeld vor-

Aus Kapitel 6.9 kommt uns das chemische Potential schon bekannt vor. Thermodynamische

Potentiale mit nicht festem N haben wir chemische Potentiale gannnt.

8.1 Das chemische Potential

Wir kénnen das chemische Potential durch U oder S definieren U (S, V, n;), wobei n; die Anzahl

Mol der Komponenten i ist.

Definition 8.1

0Qfer + 8 Ay + X pudn;
wobel wir (5Qév =1TdS, (5Ar/ev = —pdV und ) u;dn; = chemische Energie.

Aus dU = TdS — pdV + > pidn; sehen wir, dass

Dann definieren wir das chemische Potential ;. Bei reversiblen Prozessen ist dU =

(9711'

oU
( . ) = (5.1)
i ) S Vnjjti
folgt.
Definition 8.2 Wir formen dU um und erhalten
dU + pdV — Z uidni
as = it — (32)
T aN'L U, Vin;j#i T '
Wir repetieren die Legendre Transformationen
« F
dF = —SdT — pdV + > pidn;; oF ) _ (T, V, n;) (8.3)
= p i Hi@T5 on; = WL, V, Ny .
« H
dH =TdS + Vdp + Z,u,'dn," 8—H = ;i (S, p,n;) (8.4)
. ) 8”1 s 1y
e G
oG
dG = =SdT + Vdp + > padn;; = ui(T,p,n;) (8.5)

Wir kommen somit wie schon bei N fest darauf, dass U, F', H, G Minima bei festen natiir-
lichen Variabeln im Grundzustand sind und S ein Maximum bei festen natiirlichen Variabeln

(U,V,ny,...,n;) im Grundzustand ist.
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8.1.1 Chemische Reaktionsschema

Beispielsweise haben wir 2Hy + 109 — 2H50

o dr = Reaktionsablaufparameter. Der ist postiv fiir exotherme Reaktionen (entspricht
Energie gewinnen).

e dn; = v;dr wobei man v; Stéchiometrische Koeffizienten nennt. Die sind positiv fiir
Reaktionsprodukte und negativ fiir Inputs.
In unserem Beispiel oben wére das 2 bei Hy ein Input und deshalb vy = (—2), v = (—1)
fir Oy und v3 = 2 fiir H,0O

e Wir haben M; = mol der Sorte 7
Beipsielsweise M1 = Hy, My = Oy, M3 = H20 (Reaktionsprodukt)
1 mol hat 6 x 10?3 Teilchen und wird Avogadrozahl genannt

Fiir das Rekationsschema gilt > v;M; = 0

7
Im Gleichgewicht haben wir feste T', p - siehe Phasendiagramm 7. Das sind natiirliche Variabeln
von G. Also wissen wir, dass G das “gute” Potential ist und verwenden

dG = —SdT + Vdp + ) pdn; (8.6)

Wir wissen, dass d7T" und dp 0 sind, da 7" und p fest sind. Was iibrig bleibt ist

6G = Z 8nldnz Zuidni (8.7)

Verwenden wir nun dn; = v;dr und dass dG im Gleichgewicht 0 ist, erhalten wir dG =
Z,uzyldx = 0 und wir folgern, dass die erhaltene Bedingung Z,uzyl die Gleichgewichtsbe-

dmgung definiert.

8.1.2 Gibbs’sche Phasenregel

Wir verwenden K als Komponenten (Stoffe), die nicht reagieren. Wir verwenden P als Phasen
(z.B. Gasgemisch, Losung Salz-Wasser, Eis, ...).
Wir haben die Gleichgewichtsbedingungen fiir jede Komponente k =1, ..., K

:“gCIZasel = f‘gch)aseg = .= ugﬁgasep und bekommen so (P — 1) Gleichungen.

Halten wir beispielsweise Druck und Temperatur fest, dann kommen wir darauf, dass SN =
—§N®@ (dhnlich der Bedingungen zur Herleitung der Clausius Clapeyron Gleichung) und 6G = 0

(= ,ugl) = ugl) usw.). Fiir jedes K haben wir P — 1 Gleichungen.

Dann haben wir eine Anzahl Qualitatsvariabeln. Wir benutzen das Gibbs’sche Potential. Wir
haben Funktionen von 7" und p (das sind 2 Variabeln) und von den Verhéltnissen der verschie-
denen Stoffmengen einer gewissen Phase (also Phase und nicht Druck) n, (. ,(, IEIW nz(;k) . Wir
koénnen folgern, dass das Verhéltnis nicht auf die Absolutwerte ankommt. Innerhalb jeder Phase
haben wir p = 1,2, ..., P. Da wir innerhalb jeder Phase Verhéltnisse der Komponenten 1, ..., K
haben, bekommen wir (K — 1)P Gleichungen. Die gesamte Anzahl intensive Grossen die man
braucht um das System vollstandig zu charakterisieren ist dann 2 + (K — 1) P. Wobei das 2 von
T und p kommt und dann die Verhéltnisse dazugerechnet werden.
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Wir definieren daraus nun die Anzahl Freiheitsgrade F' = [2 + (/K — 1)P|-
Das braucht man und steht zur Verfiigung. Und wir erhalten F' = 2 + K — P fiir die
Gibbs’sche Phasenregel

Beispiel 8.3 Wir konnen alle Beispiele im Phasendiagramm 7 zuordnen.
e K=1,P=1= F =2, wobei beispielsweise (T, p) frei sind.

e K=1,P=2= F =1, wobei beispielsweise p(T) = Dampfdruckkurve (also T frei
und p fest)

e K=1,P=3= F =0, wobei das genau dem Tripelpunkt entspricht

K =2, P =2 = F = 2, Beispielsweise Salzwasser mit p(T,c) haben, wobei ¢ die
Konzentration ist. Hier sehen wir, dass das c eine dieser freien Variabeln ist und es
nur auf die Verhdltnisse ankommt.

8.2 Verdiinnte Losungen

Wir kénnen verdiinnte Lésungen unter gewissen Voraussetzungen als Analogon zu den idealen
Gasen betrachten.

Definition 8.4 Losung ist verdiinnt, wenn sich bei weiterem Zusatz von Losungsmittel die
Volumina addieren.

Dies ist der Fall, wenn die Molzahl des Losungsmittels n; > ng, ns, ..., ng Molzahlen der gelosten
Stoffe (die konnen gasférmig, fest oder flissig sein). Unser Ziel ist es, die verdiinnte Losung mit
U,V , S und G zu beschreiben um danach Systeme wie in den Anwendungsbeispielen osmotischer
Druck und Dampfdruckerniedrigung zu beschreiben. Wir betrachten nun die innere Energie der
verdiinnten Losung

k
ou
U(T7p7 ni, 7nk) ~ UI(T7p7n1) + E n; (a> (88)
i=2 i/ Topmjjti

Wobei wir eine Taylorapproximation genommen haben, da ny > ny,ns, ..., ng.

Definition 8.5 Wir definieren nun u; = gTU mit T, P, no =ng = ... =0 fest und

nennen es die spezifische Energie des Losungsmittels.

Damit kommen wir auf ein Uy (T,p,n1) = ny - ui1 (T, p). Hier miissen wir beachten, dass
Uy=Us=..=0
Durch die Extensivitdt von U kommen wir auf

k
U(Tvpa nl?"wnk) ~ an Uz(T,p) (89)
i=1
o Analog kénnen wir das auch fiir das Volumen V (7', p, n1, ...,nj) machen und erhalten

k
V(T)p7 ni, 7nk) ~ an : Uz(Tpp) (810)
i=1

49



Definition 8.6 Wir nennen v; das spezifische Volumen des Losungsmittels und
sehen, dass es unabhdngig von ni,...,n; ist.

e Mit ¢ = 1 kommen wir auf
u1: spezifische Energie des reinen Losungsmittels und
v1: spezifisches Volumen des reinen Losungsmittels

e Mit 7 > 2 kommen wir auf
u;: spezifische Energie der reinen Substanz und der spezifischen Upgisen, bei festem (77, p)
v;: spezifisches Volumen der reinen Substanz und des spezifischen Wyisen bei festem (7, p)
Beispielsweise hat gelostes Salz eine gewisse innere Engergie (Molekiilschwingungen, Druck).
Ein Teil dieser Energie kommt auch zusammen, da wir in einem Gemisch haben. Salz in
Wasser ist anders als Salz in Alkohol.

o Unser Ziel ist es nun auch fiir S und G eine Formel zu finden, die nur von den i’s abhéngt
(pi, ni, etc.). Durch Kombination von V' und U fiir das verdiinnte Losungsmittel erhalten

wir

k

_dU +pdV du; + pdv;

=1 N——\—

ds;
Wenn wir das integrieren, dann kommen wir auf
k
S:Znisi(T,p)+C’(n1,...,nk) (8.12)

i=1

Wobei C' die Integrationskonstante ist, die nicht von 7', p abhdngt. Da C' nicht von 7" und
p abhéngig ist, geniigt zur Bestimmung von C' die Kenntis der Entropie als Funktion von
T, p und n; fir irgendein T, p. Wir wéhlen deshalb ein T sehr gross und ein p sehr niedrig
und haben ein Gesamtsystem, das ein Misch aus idealen Gasen ist! So kommen wir auf S
und folglich auch auf die Konstante C.

Wir betrachten die Mischentropie bei irreversibler Mischung (nicht reagierende Gase).

he YN T 62 Ta<Ty

Pa Py et GEo s po

Die Wand ist wirmeleitend und beweglich, so dass Gase im thermischen Kontakt sind.
Was passiert mit AS, wenn wir die Wand wegnehmen? Mit p = p, = pp und T' =T, =T,
Fiir feste (7, p) haben wir ein Gibbs Potential G; mit i = a,b

Fiir ein ideales Gas gilt am Phaseniibergang fiir dG = —SdT + Vdp

i RT
(aG) _y = ikt (8.13)
Op; Tn; 2
Wir integrieren
P
pi
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Das gilt, da wir 0G; = Vdp; haben. Fiir das Integral gilt

P
P dp
/Vdp — / niRTL = n;RT log <p> (8.15)
Di Di pi
Pi
Wir betrachten noch folgenden Zusammenhang fiir p

p nRT \% n

Py - 8.16
Di Vv niRT n; ( )
Nun kénnen wir die Gleichung 8.15 folgenderweise schreiben
niRTlog<n> = niRTlog<p> (8.17)
g bi
Fiir G haben wir i
G:ZGZ(Tvpzanl) :G(Tapvnlaank) (818)
i=1
Wobei wir uns an Gleichung 8.14 und 8.17 erinnern mit
n
Gi(T,pi,n;) = Gi(T',p,ni) — i RT 10g<n,) (8.19)
(2
Setzen wir alles zusammen erhalten wir
k k
G(T,p,ni,....,ng) = Z Gi(T,p,n;) + RTZ n;(logn; —logn) (8.20)
i=1 i=1

Kennt man ein Potential (hier G) in seinen natiirlichen Variabeln, ist die Thermodynamik des
Systems festgelegt. Nun haben wir das Gibbs’sche Potential in natiirlichen Variabeln und mit

dG = —SdT + Vdp
e
<8T)p,m __g (8.21)

leiten wir die Entropie ab

k k k

S(T,p,ny,...,nE) = ZSi(T,p, n;) + RlognZni — RZni -logn; (8.22)
i=1 i=1 i=1

Mischentropie AS

Was wir hier erhalten haben ist die Mischentropie AS.
Wenn wir unsere Formel umstellen kommen wir auf

k
AS=-RY nilog % (8.23)
i=1

Das nennen wir ¢;. Wir merken, dass das eine Konstante ist, die nur von den n’s abhéngt und

k
schreiben die obige Gleichung als C(ny,...n;) = —R Y n;log ¢;. Wir erhalten fiir
i=1

k
S(Tapanla-“ank) :Znisi (824)
i=1
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k k
Si(T,p,n;) — RZ n;logc; = Z n; (8.25)
i=1 i=1
Und wir nennen ;. Damit lasst sich nun auch G(T), p,n;, ...,nx) bestimmen
k
G(T otty) =U = TS+pV =S ni(us — T5; + pu;
( y D, 1, 7nk) +p ;nz(uz Sq +pvz)
F - (8.26)

k
= Z n; [(w; — T's; + pivi) + RT log ¢;]
i=1

Wobei wir im letzten Schritt §; = s; — Rlog ¢; verwendet haben. Wir definierend das als g;. Wir

machen eine Bemerkung

Bemerkung 8.7

k
o Isti=1 (also Wasser) und c; = 1 dann ist das Losungsmittel (> ¢; =1)
i=1

k
61:1— ZCZ'.
=2

k k
log c; = log (1 - Z 02> - Z Ci (8.27)
=2 =2

Wobei wir im letzten Schritt log(1 + x) ~ = verwendet haben. Nun wollen wir das

chemische Potential gTGi = p; (da dG = —Sdt + Vdp + Z,u,idni) wieder aus dem
(2

Hinterkopf ausgraben.

Da wir i = 1 gewdhlt haben, kommen wir auf

k

wi(T,p,ci,...cr) = ugo) (T,p) — RTZ Ci (8.28)
=2

Was bedeutet das (0)? Das soll symbolisieren, dass wir nur einen Stoff haben und es
deshalb das chemische Potential des reinen Lésungsmittel ist. Und aus der Formel

8.26 folgern wir, dass g1 = 1
e fiir alle andern, also i # 1 gilt dann
wi(T,p,c1y...,cp) = //,](:*)(,'I,‘, p)+ RT logc; (8.29)

Der * soll symbolisieren, dass wir “alle andern” haben. Hier haben wir noch die Wech-
selwirkung mit dem Lésugnsmittel! Wesentlich ist jedoch die explizite Konzentrations-

abhdngigkeit (das im log) mit dem chemischen Potential.
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8.2.1 Anwendungen
8.2.1.1 osmotischer Druck

X”l S&mwem_mm TR W ASER
HU(KERLOSUNG,

Wir betrachten die Gleichgewichtsbedingungen
« Austausch von Wirme findet statt und es gilt 71 ssung = TLésungsmittel H20
e Austausch von Wasser

Posm = PLésung — PH,O =P —P1 = pgh (8'30)

Wobei wir die Variablen im zweiten Schritt faulheitshalber umbenannt haben.
Wir kommen auf die Gleichgewichtsbedingung

T p,c1,..ck) = Tp,cgt=1,c0=0,...,¢c, =0 8.31
(T, p; e, .cx) = pa (T, p, 1 2 k= 0) (8.31)

y’(l) (T7p1 )

Wir verwenden zur Beschreibung dieser verdiinnten Losung die Gleichung 8.28 (i = 1 gewéhlt)

k
(T, p ey, cp) = Mgo) (T,p) — RTZ ¢ (8.32)
=2
k
u(T,p1) = u"(T,p) = RT Y i
=2
o0 " (8.33)
p(T,p) — (T, p1) = (p — p1) 5 =RT ¢
’ P ) i=2
posm

Fiir reine Stoffe haben wir g = p (dg = Vdp—SdT +...) und g—g = v. Mit nv = V und (n¢; = n;)
ergibt sich

k
Posm = E Z n; (8.34)
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8.2.1.2 Dampfdruckerniedrigung

A4 A WESANGOMITEL a0
2 SCHWRTLDINTIGE (KT VERDAMPTER) SURSIAV (Sm '.Uauq

Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen sind
S (T, p) = (T, p, c1, e2) ~ pi (T, p) — RTe (8.35)

Wobei wir im zweiten Schritt die Approximation fiir verdiinnte Losungen gemacht haben. T ist
fest und wir leiten nach p ab

ooy (o) ppdes (8.36)
Op Op dp .
z T
S——— N———
VGas Vﬁﬁssig

Jetzt machen wir die Annéherung, dass wir Viyasser < Vpampf haben und vernachléssigen das
Wasservolumen deshalb. Wir enden mit der Differenzialgleichung

dp BT
d62 - UlGas

(8.37)

Wir haben die Anfangsbedingung, dass c; = 0 und Acy = co Wir integrieren das und bekommen

¢ (8.38)

Das nennen wir das Gesetz von Raoult und im Minuszeichen erkennen wir die Dampfdrucker-
niedrigung.
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9 Dritter Hauptsatz der Thermodynamik

9.1 Formulierung des 3. HS

Streng genommen ist dieser HS eine Folgerung der Quantenstatistik. Aber vor etwa 100 Jahren
hat man aus den Experimenten extrapoliert.

1906: Exponentielle Extrapolation iiber Entropie bei T' = 0. Nernst hat das so formuliert: Jede
chemische Reaktion in kondensierter Phase verliuft am absoluten Nullpunkt ohne Anderung
der Entropie.

Mathematisch gesehen heisst das, dass

oS
li — | = 1
g (52) =0 o)
Wobei x = ¢q,V,p bei T =0 alle AS = 0.

1911: Dann kam Planck (der sich vor der QM mit der TD beschéftigt hat) und hat das ganze
verscharft und gesagt: “Fiir jeden Stoff strebt die Entropie im Limes T" — 0 gegen eine von
Druck, Aggregatszustand und chemischer Zusammensetzung unabhingiger Konstante.”

Diese Konstante konnen wir 0 setzen. Damit ist die Entropie absolut normiert.

Mathematisch heisst das, dass

lim S(T,x,....,n1,...n2) =0 (9.2)
T—0

Wobei diese Gleichung im thermodynamischen Gleichgewichtszustand gilt und = = p, V¢, etc..

In der klassischen Thermodynamik haben wir den ersten und den zweiten Hauptsatz. Die fithren
zur Normierung von Stoffen. Der Dritte Hauptsatz fithrt zur Normierung der Entropie.

Der Dritte Hauptsatz gilt fir reale Systeme. Damit meinen wir, dass wir viele Modellsysteme
(ideales Gas, etc.) betrachtet haben. Die funktionieren jeweils in einem Bereich sehr gut, aber
nicht fiir alles.

Also wir kénnen nicht ein Van der Waals Gas nehmen. Da kommt Humbug im Grenzwert raus.
Wir miissten alles wieder anpassen an ein reelles System. Wir werden auch sehen, dass der dritte
HS inkonsistent mit klassischer statistischer Mechanik ist.

9.2 Folgerungen aus dem 3. HS der TD

Fir ein V fest haben wir

%13%) S(T,V)=0 (9.3)
Aus . . oo
~ (08 -1 [(0Qrey / dl’ -
( ) /0 <8T>v /0 T<5T )V 0 TC( ) 0.4
—_——

Cov

Damit der Limes von S(7,V) — 0 fiir T — 0 existiert, muss gelten

lim ¢, =0 (9.5)
T—0

Wiire ¢, (T = 0) # 0, so wiirde [ % ~ log(T") sein und fiir 7' — 0 divergiert log(T).

95



Analog muss gelten
lim ¢,(T,V) =10 9.6
Tl OCP( ) ) ( )

Ferner streben auf Grund der Maxwell-Relationen

oS oV
_ [ Z= ===\ =aV 9.7
(@)= (), =) 07
(Wobei « der thermische Ausdehnungskoeffizient ist) auch die Ausdehnungs- und Spannungs-
koeflizienten nach Null.

lim =0 (9.8)
T—0
Op
li =0=1 — = .
P =0 T;%(aT)V 0 59)

9.3 Die Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes

Fiir die Anndherung an den absoluten Nullpunkt kann man ausnutzen, dass die Entropie
abgesehen von der Temperatur, noch mindestens von einem weiteren Parameter abhingt (z.B.
Druck p). Nach dem 3. HS ergibt sich qualitativ das folgende ST- Diagramm

5

.

> T

Wobei wir bemerken, dass p; < p2. Also wenn wir von A — B gehen haben wir eine isotherme
Entropiereduktion (in Kontakt mit Wéamebad, sodass T' = konst.) Gehen wir von B — C haben
wir eine adiabatische Abkiihlung (thermisch isoliert, d.h. 6QQ = 0). Alle Kurven (d.h. S(T,p))
fiir T"— 0 gehen auf S = 0, d.h. kommen dort alle zusammen. Also T = 0 nur asymptotisch
erreichbar.

Fazit: Wir kommen zu T' = 0 nur mit unendlich vielen Schritten. Aus dieser Figur macht man
sich leicht klar, dass T' = 0 nicht in endlich vielen Schritten erreichbar ist (dabei ist
wesentlich, dass alle Kurven p=konstant bei 7' = 0 zusammenlaufen.)

Es gibt somit keinen Carnot Prozess mit 7' = 0 als kiihler Temperatur und zugehorigem Wir-
kungsgrad n = 1.
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Teil 11
Kinetische Gastheorie

Die kinetische Gastheorie betrachtet folgende Komponenten

o verdiinntes Gas bei nicht zu hohen Temperaturen, damit innere Anregungen der Molekiile
(Atome) nicht zu berticksichtigen sind. Wenn die Temperatur zu hoch ist, dann wird zu
viel Energie weitergegeben und wir wollen nur elastische Stdsse.

o Diese Theorie gilt auch fiir den nicht Gleichgewichtszustand. Also kann man damit auch
die Entwicklung zum Gleichgewichtszustand berechnen, d.h. also die Transporttheorie
(Warmeleitung, Diffusion, ...)

1 Boltzmann Gleichung

Wir werden die Herleitung der Boltzmann Gleichung diskutieren. Zuerst widmen wir uns einigen
Definitionen.

1.1 Grundlagen

o Zustand eines Molekiils zur Zeit t: (P, q)
d=7 (Ort)
p'=md (Impuls)
(7,¥) = 1 Punkt im 6 dimensionalem Phasenraumes eines Molekiiles (x)-Raum
ir betrachten einfachheitshalber einatomige Molekiile.

o Zustand des Gases; N Punkte im p-Raum
e Statistische Beschreibung: Verteilungsfunktion f
f(7, 0, t)d>rd>v (1.1)

Das ist die Zahl der Teilchen im kleinen Volumen d3rd3v das um den Punkt (7, @) liegt.

o Wir kénnen das System normieren mit
N = /d3rd3vf (7,7, t) (1.2)

(o]
J d3r iiber Volumen (Kugel, Box, etc.), J d3v iiber alle Geschwindigkeiten.

—0o0

e Die mittlere Teilchenzahldichte ist
n(7,t) = /d%f(?z? t) (1.3)
R

Fiir irgendeine Funktion A(7,¥,¢) kann man ihren Mittelwert (da hoffen wir drauf, dass
wir es messen konnen! Geht mit f nicht) bestimmen durch

[ A(F, ,t) f (7, 5, t)d3v

(AN ) = [ f(7 7, t)dv

(1.4)
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1.2 Die stossfreie Boltzmanngleichgung

Das ist ein Spezialfall der allgemeinen Bolzmanngleichung. Es gibt Situationen, bei denen die
elastischen Zusammenstosse sehr selten sind

Beispiel 1.1 Wir kénnen das auch “iber die TD hinaus” verwenden!

o Kugelsternhaufen mit kugelférmiger Symmetrie. Jeder Stern ist, als wdre er ein Teil-
chen fiir sich.

o verdinnte Plasmen

Es soll noch zusitzlich ein #dusseres Kraftfeld F(7,t) zugelassen werden. Das Kraftfeld ist aber
unabhéngig von der Geschwindigkeit. Wahrend eines kleinen Zeitintervalls At &ndern sich die
Phasenpunkte (f ist ja die Verteilungsfunktion) geméss

F— 7 =7+ At (1.5)
F

T =0+ —At (1.6)
m

Wobei g eine Beschleunigung ist.
Ohne Stosse gilt damit bis zur ersten Ordung im Zeitintervall At

—

F
f(7 0, )dPrd®v = f(7+ TAL, T+ —At, t + At)d>r' d>v’
m

. (1.7)
e of o For\] s

- [f(r7vat)+At<at +U@F+ m@ﬁ’)] d T‘d (9
1.2.1 Satz von Liouville

Nach dem Satz von Liouville in der Mechanik gilt d®rd3v = d*r'd®v’. Somit findet man
[ v,t) = f(7,0,1) + Dy fAt (1.8)
Wobei wir mit D; die hydrodynamische Ableitung beschreiben

- F 9
D, = GV . L 1.
y =0 +U-V + m o7 ( 9)
Wir erhalten also die stossfreie Boltzmann-Gleichung

Dif =0 (1.10)

1.3 Die Boltzmanngleichung mit Stossen

_ (91
th B <8t)Stésse (1‘11)

Um die Verteilungsfunktion f zu analysieren, werden wir das ganze approximieren und nur zwes
Stdsse betrachten. Das kann man so verstehen, als wiirden wir ein verdiinntes Gas betrachten.

(8f> d*rd3vdt = (RT — R™)d3rd3vdt (1.12)
ot Stosse
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Das Rt symbolisiert die Anzahl der in das Volumen d3rd3v hineingestreuten Teilchen und das
R~ die der hinausgestreuten Teilchen.

Zusitzlich nehmen wir an, dass die Ortsverteilung (innerhalb von d3r) statisch uniform ist (zum
Beispiel der Stossparameter b ist uniform verteilt)

W\ S|
\ W

\

Wobei das Teilchen 1 das Streuzentrum ist und der Kasten unser Volumen. Es kommt ein
Teilchen hinein und streut am Teilchen 1 und bleibt drin oder geht hinaus.
Fiir 2er Stosse kénnen wir folgern:

o gleiche Teilchen (spinlos)

o Energie-Impuls Erhaltung gilt im Schwerpunktsystem (Egsp). Das heisst, dass alle || gleich

und kollinear sind.
/\l«l

W e,

/2

— Durch Egp konnen wir eine relative Geschwindigkeit v,..; = |/} — ¥l definieren.

e Wir haben 2 Parameter

— Der Streuwinkel 6gp
Der Streuquerschnitt ist unabhéngig von ¢ <  das rotierende System um Ein-
fallsachse. Wir definieren den Raumwinkel

dQ = d(cos 0)de (1.13)

Wir verwenden im weiteren Verlauf des Kapitels fiir die Indizes ¢ = 1: Target und
1 = 2: Strahl.

Definition 1.2 F = Fluss
Der Fluss beschreibt die Strahlteilchen pro Sekunde pro Fldicheneinheit (Flichen senkrecht
2u U — V).

Definition 1.3 3—6 = Differentieller Streuquerschnitt
Der differentielle Streuquerschnitt ist zu messen oder klassisch/ quantenmechanisch zu be-
rechnen. F fl%dQ = Anzahl der Strahlteilchen, welche pro Sekunde im Raumwinkel dS2

gestreut werden (fir ein Target).
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Wir betrachten zuerst R~ ein bisschen genauer:

- - N L L (do
R™d*rd?v; = f(r,vl,t)dgrdgvl '/dgvzf(’UQ,’Ul,t) < vy — <dQ dQ (1.14)
——— —
Zahl der durch Stosse Anzahl
aus d3rd3vy entfernten Targetteilchen (1) Fluss der Strahl-Teilchen (2)
Teilchen pro Sekunde relativ zu (1) fiir ein Target

Nun wollen wir R" ein wenig genauer betrachten: R™: fuiv’Q — vyvy in d3uy hineingestreut.
| —

inverse Kollision

Durch die inverse Kollision haben wir ein gleiches gg wie fiir R~ und folgern die &hnliche
Formel
- - d
RYdrd®v| = f(7, 0}, t)d3rd3v] - / d3uly f (F, Ty, t) - [v'y — 0"y <d;’2> dQ (1.15)

Nun haben wir dank dem Satz von Liouville (Siehe Abschnitt 1.2.1) d3vjd®v} = d3v1d3ve und
vz = | = |7 — 7.

Um uns Schreibarbeit zu ersparen bezeichnen wir

G
f2 = f(Fvy,t) (1.16)
fl = f(_’,’U_i,t)
f2 = f(_’vv_)at)

Wir erinnern uns, dass v] und v} von v und v5 abhédngen

v'1ist eine Funnktion von f (¥, U2)

g (1.17)
v/9ist eine Funnktion von f (¥, U2)
Wir erhalten fiir RT
- - d
RTd3rd3vy = &rd3v; - /d3’02 vy — v’l‘ ((i?l) dQ(f1f5) (1.18)

Dann haben wir

0 _ do L,
(%) —wr-r= [en [a () a-aldis-nm 09)
t Stosse
Wir kénnen nun fiir die Boltzmann Gleichung zusammen mit der hydrodynamischen Ableitung
(Gleichung 1.9) folgern

Difi = (%};1)8 (1.20)
tosse

o . 9 F 0 (s Ao\ .
(aﬁ”l'aﬁm‘am) fl‘/d”/‘m <dQ> oalnhm a2
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2 Das H-Theorem von Boltzmann

Wir betrachten die Grosse
H() = [ dord®of (7,7.0)log(£(7.5,1) (2.1)

Das kénnen wir als eine Art “Entropie” ansehen.

Theorem 2.1 Das H-Theorem von Boltzmann besagt
Ist f eine Lésung der Boltzmann-Gleichung, so gilt

d

—H(f) <0 2.2

CH(f) < (22)
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn f einer Gleichgewichtsverteilung entspricht.
Denn im Gleichgewichsfall gilt % = 0. Das entspricht einer zeitunabhdngigen Lésung der

Boltzmann-Gleichung.

Gleichgewichtsverteilung bedeutet, dass wir fiir f eine lokale Maxwell-Verteilung haben (das
werden wir im Kapielt 3 genauer anschauen)

f(7,0) = g(@)e" T (23)
wobei 8 und 7y von 7 abhédngen kénnen (aber nicht von 7).
Fiir den Beweis des H-Theorems betrachten wir den Spezialfall, bei dem f unabhingig von
7 ist und keine dusseren Krifte (d.h. F' = 0) wirken. Dies zur Vereinfachung, aber man kann
dies analog zum allgemeinen Fall behandeln. Wir betrachten als erstes die Boltzmann-Gleichung
1.20

Dif1 = oh

ot
= /d3v2/d(2|172 — <2l?2> (fifs = fif2)

Wir betrachten wie erwdhnt den Gleichgewichtsfall fiir den % = 0 gilt. Wir kénnen dank der

hinreichenden Bedinung f{f5 — fif2 = 0 eine Aussage 1 definieren

of
ot

(2.4)

fifs = fif2=0 =0 (2.5)

Wir behaupten nun, dass das nicht nur eine hinreichende, sondern eine notwendige Bedingung
fiir das Gleichgewicht ist. Wir beweisen das folgendermassen:

HUD—/meﬁﬁb%Mﬁﬁ) (2.6)
N L et 2.7

Wir kénnen die Aussage 2 definieren, wenn wir abermals den Gleichgewichtsfall betrachten. Wie
schon in Gleichung 2.5 gesehen, ist eine hinreichende Bedingung im Gleichgewicht

of dH
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Wir setzen die Boltzmann-Gleichung in die Gleichung 2.7 (an Stelle von %) ein und erhalten

W~ [au [ [anie -0 (5) (i - pmi+os] 29

dt

Wenn wir diese Gleichung diskutieren bemerken wir folgendes:

o Wir kénnen ¢] mit s vertauschen (das ist invariant, da ¢ invariant unter Vertauschung
von U7 mit ¥ ist). Danach haben wir ein neues Integral und summieren das alte und

rechnen es mal 3. Das ergibt wieder L. Die Klammer [ | wird aber zu

dt
log(f1/2)

L !

512 +1og(f1) +log(f2)] =1+ (2.10)

e Vertauschen wir v, 7o mit v 1, 172 (und somit auch alle andern von diesen Variabeln
abhéngigen Formeln wie das Volumenelement oder der Absolutbetrag [siehe 1.2.1]), dann

erhalten wir — <1 + W) Summieren wir wieder und nehmen die Hélfte, erhalten

wir wieder % und der letzte Term wird zu

1
E[IOg(f1f2) —log(f1/5)] (2.11)
Das bedeutet, dass der Integrand proportional zu (wir ersetzen faulheitshalber fi fo mit a
und f1 f5 mit o)
d
/dm@ _y <d(02> (@ — a) (loga — logd) (2.12)
—_——
log(7)
ist.
Wir diskutieren diese Formel und merken, dass wir durch das Logarithmieren 2 Félle
unterscheiden miissen
— Falllista’ > a
4 <1=1logd <0=(d —a)logd <0
— Fall2ist ¢’ <a
L2>1=logd >0= (d —a)log % <0

Wir bemerken, dass der Integrand immer < 0 ist fiir beliebige a, das heisst fiir eine
beliebige Funktion f.

Mathematisch fassen wir zusammen

H
d dif) <0 fiir beliebigesf (2.13)
Wir koénnen eine letzte Aussage 3 definieren
H
%:0 falls a=d — fifi—fifo=0 (2.14)

Wir kombinieren die Aussage 1 (siehe Gleichung 2.5), Aussage 2 (siehe Gleichung 2.8) und
Aussage 3 (siehe 2.14) und folgern

dH ) B of1
a0 S hhoAR=0 L =0 2

Das heisst nichts anderes als, dass alle 3 Aussagen dquivalent sind.

dH
=0 (2.15)
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3 Das Gleichgewicht und die Maxwell Verteilung

Wir werden die Maxwell Verteilung zuerst ohne Kraftfeld herleiten und dann im néchsten
Abschnitt das Kraftfeld dazurechnen.

3.1 Herleitung ohne Kraftfeld

Wir werden die Maxwell Verteilung mit der Boltzmann Gleichung im Gleichgewicht herleiten.
Im Gleichgewicht gilt f{f5, = fife. Wir machen nun einen Ansatz und logarithmieren diese
Bedingung. Wir erhalten

log[(fo(#1))] + log[(fo(i72))] = log|(fo(#1))] + log[(fo(72))] (3.1)

Das fp symbolisiert eine Losung im Gleichgewicht. Das ist moglich, da log(fo) rein formal eine
additive Grosse ist. Also haben wir im Allgemeinen

log(fo(?)) = > arhi() (3:2)
k

Dabei sind Ay alle von einander unabhéngigen Erhaltungsgrossen (siehe Gleichung 3.3) des Sto-
sses und ay sind beliebige Konstanten.

Die zuvor erwédhnten Erhaltungsgréssen in unserem System sind:

T: Ui+0=0+17

02 vf s =P 4 ol (3.3)
c: ctc=c+c

Wobei ¢ beliebige Konstanten sind, u.a. die Konstanten ay. Das heisst wir konnen dank Ener-

gieerhaltungssatz, Impulserhaltungssatz, Massenerhaltungssatz mit den beliebigen Konstanten

ay, aus Gleichung 3.2 “skalieren”.

Wir wissen, dass jede beliebige Linearkombination wieder eine Erhaltungsgrosse ist.

Wir folgern fiir die allgemeine Linearkombination (die nur unsere Erhaltungsgrossen entélt)

log(fo(¥)) = —A(¥ = %)* + log C (3.4)

Wir koénnen so auf die Maxwell Verteilung schliessen

—

Fo(¥) = CeAT-10)? (3.5)

3.1.1 Mittelwerte

Durch Mittelwertbildung wollen wir nun die Konstanten A und C der Formel 3.5 finden

3.1.1.1 Teilchendichte

n= C/d3v e~ A(T-10)? (3.6)
Dank der Koordinaten Translation kénnen wir ¥y = 0 setzen.
C 3 _w2 T %
3
Das m kommt aus der Integration. Fiir die Konstante erhalten wir C' = (%) ’n
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3.1.1.2 Mittlere Geschwindigkeit
A B
(¥) = — [ d’viify (3.8)
n
Wir finden, dass 9y = (¥)
3.1.1.3 Mittlere Energie

Wir betrachten wieder den Fall ohne Translation, also ¥y = 0. Wir verwenden die Mittelwert-
gleichung 1.4.

(B) = ¢ = fd%;%mz;?fo(ﬁ) _ m<172> _ 3m (3.9)
fd3vf0(17) 2 4A ’
Das bedeutet wir haben eine mittlere Energie eines Molekiils. Es gilt:
3
A=< % (3.10)

Wir kombinieren das mit der Gleichung 3.7 und erhalten

Cen <3m_>g (3.11)

3.1.1.4 Druck
Die allgemeine Impulsstromdichte ist

Tk = m/d3v vivg f (3.12)

mit i,k =1,2,3
Die Maxwellverteilung ist isotrop. Das heisst fiir ¢ # k gilt m; = 0. Zudem wissen wir, dass

ik = P, 'wobei wir wieder den Fall ohne Translation 7y = 0 betrachten (3.13)

Dank der allgemeinen Impulsstromdichte kénnen wir fiir den Druck folgern

2
P = -ne (3.14)
3
Vergleicht man dies mit der Temperaturdefinition, die durch das ideale Gas p = nkT = %né

definiert wurde, so ergibt sich

3 m
€= —kT = —(v? 1
€ 2k 5 (v°) (3.15)
Wir folgern
m
A= — .1
2kT (3.16)
A in Gleichung 3.7 eingesetzt ergibt
3
m 2
C=n <27Tk‘T) (3.17)

Sodass die Maxwellverteilung (ohne dussere Krifte) folgenderweise lautet

3 —vg)?
fo(®) =n (27:2T) ? o~ (3.18)

Um Gleichung 3.18 zu erhalten, haben wir verwendet, dass vy # 0 ist. Dann gilt zusétzlich
m

e= (@m0 = ng (3.19)

64



3.2 Im ausseren Kraftfeld

Wir untersuchen nun die Gleichgewichtsverteilung eines verdiinnten Gases bei Anwesenheit eines
dusseren Kraftfeldes.

F=-V &) (3.20)
——
Potential
des Feldes
Wir machen den Ansatz (wir setzten die Maxwellverteilung fps aus Gleichung 3.18 ein) fiir

o = 0 mit der Konstanten B

(7 % 2
.0 = sute 8 =0 (o) e (557)) oo (-57)

Maxwellverteilung (3 21 )

2 mv2
. m 3 3 + @(77‘)
_Bn<27rk:T> eXp( kT

Wir iiberpriifen folgende Punkte

e Im Gleichgewichtsfall muss auch fir die Gleichung 3.21 gelten

of(r, v)
ot

Das ist erfiillt, da keine zeitabhéngigkeit vorhanden ist.

=0 (3.22)

o Wir betrachten die Boltzmanngleichung 1.21. Sind wir im Gleichgewicht (also wir verwen-

)
den fiir f die Maxwellverteilung), gilt fif5 — f1f2 = 0. Da der Term 6_% nicht von o
abhéngt und vor das Integral gezogen werden kann, gilt

(8f (7, ﬁ))swss _0 (3.23)

ot
Also muss f nun noch folgende Differenzialgleichung (siehe wieder die Boltzmanngleichung
1.21) erfiillen
- F 9
U - — 7, U) = .24
(U V+m 8{)’) f(7,0)=0 (3.24)

Wir setzen den Ansatz der Maxwellverteilung 3.21 in 3.24 ein und erhalten

- ?_ ) ‘f’: a 3 D - 3 ? 2 A 72
Vo () SR I )33 ah(—f;wlr]\* ya'b(""%\!)"“ [F)V - o F7=0
— ) l,____,._.!}
wdf !y
N (€ )=€’u‘lx\
3 L. & mo\M - _—__m% Hglf) {
- P o R BRSO
L__j‘—_——) | I—
1Y
S 4 = i
‘ S‘Q’HF.VF IR ‘ﬁmi "1(\1)“&-‘0 ('kT rw)

Die Bedingung ist erfiillt.
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Nun wenden wir noch die Normierungsbedingung, die wir in Gleichung 1.2 festgehalten haben,
an

N = / f(7 0)d3rd3v (3.25)
Fiir die Konstante B im Ansatz (siehe Gleichung 3.21) erhalten wir
Vv
B=—57— (3.26)
fe wt d3r

Wobei wir den Nenner als ortsabhingige Teilchendichte definieren kénnen

F) = / f(F0)dr (3.27)

Wir schauen zusammen ein Beispiel an

Beispiel 3.1

Das Gravitationsfeld der Erde hat ein Potential: ® = mgh
(genauer auch ®(7) = ®(z,y,z) = mgz)

Wir machen folgende zwei Anndherungen

e Isotherme Atmosphdre d.h., dass die Temperatur konstant ist.
o Ideales Gas d.h., dass p =nkT

Man erhdlt dann nach einigen Zwischenschritten die barometrische Hohenformel. Die
ist nur giltig, wenn T Zeit- und Ortsunabhdngig ist

mgh

p = poe  *T (3.28)

4 Das Nicht-Gleichgewicht

4.1 Transportphinomene

Wir werden uns jetzt Nichtgleichgewichtsphinomenen widmen. Zwei Beispiele dafiir sind
Wirmeleitung und Viskositéat (innere Reibung).
Zuerst brauchen wir neue Naherungen und neue Begriffe:

4.2 Grundbegriffe

Wir wollen die mittlere freie Wegldnge und die Stosszeit definieren. Dazu betrachten wir zuerst

Z = Zahl der Strésse pro cm® pro Sekunde
d
:/d?’vl/d?’vg/dﬁdgl — | (7,01, 8) f(F, 3, 1)

Um Schreibarbeit zu ersparen werden wir wieder die gleichen Bezeichnungen wie in Gleichung
1.16 verwenden. Einfachheitshalber sagen wir, dass f sehr nahe an der Gleichgewichtsverteilung
ist (f ~ Maxwell) und dass der totale Wirkungsquerschnitt o, unabhéngig von der Geschwin-
digkeit ¥i.e; = |01 — v3| ist. Das Integral wird dann viel einfacher, denn f ds) (3—6) = 0Ot und

f=c- exp{ va} wobei C' o n ist (Wie in Gleichung 3.7 ersichtlich).

(4.1)
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Fiir Z aus Gleichung 4.1 erhalten wir

_ 2 3 3, | _m 2 12
Z = 04:C /d V/d U|vrel|exp< —QkT(ZV + 5Y )> (4.2)

Wobei wir

verwendet haben. Fiir den Ausdruck in der Klammer erhalten wir
1
2V2 + 5772 =v? +v3 (4.3)

4

Dank Gauss’schen Integralen (Sieche MMP von Herr Jetzer), kommt man auf Ton

ergibt das fiir Z

und eingesetzt

4
V2T

Z = JtotTLQQ_} (44)

Definition 4.1 Die wahrscheinlichste Geschwindigkeit
Die wahrscheinlichste Geschwindigkeit v ldsst sich mithilfe des Integrals fiir die Teilchen-

dichte

/d3v exp(—%zﬁ) =n  wobei dv=4mvidv (4.5)

und der Bedingung Z—Z =0 finden:

m

oo (%T)é 16)

Bemerkung 4.2 Was sind (v) und v?¢

1
8kT\ 2
(v) = () ist der Erwartungswert der Verteilung der Geschwindigkeiten — (4.7)
™
(TN R . e
v=|— ist die Geschwindigkeit am Mazimum der Geschwindigkeitsverteilung
m
(4.8)

Das heisst also, dass (v) v ist, denn (v) = \/%17

Wir folgern nun
e 1 Stoss bedeutet 2 Wege

« Anzahl Wege pro Sekunde pro cm?® = 27

« Totale Wegliinge (cm) pro Sekunde pro cm?® = n(v)

(Man hat alle Teilchen und nimmt dann die mittlere Geschwindigkeit)
Anstelle pro Sekunde kann man auch ¢, = Mittlere Zeit zwischen den Kollisionen nehmen.
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Definition 4.3 Aus der totalen Weglinge ergibt sich die mittlere Freie Weglinge \:

n{v) 1
27 NO ot

(4.9)

A ist unabhéngig von der Temperatur, falls o,y unabhéngig von v, = |01 — v3] ist.

Definition 4.4 Mit \ kénnen wir T als die Zeit zwischen 2 Stéssen = Stosszeit definieren

A 1 ( ™m ) i 1
T = —— = . =
(v)  nowe \8kT Noot (V)

(4.10)

4.3 Naherung des Stossterms

Wir approximieren und nehmen an, dass kleine Abweichungen (in folgender Gleichung = g) von
der Maxwell Bolzmann Verteilung (siehe Gleichung 3.18) fo(f) sind.

fru,t)=fo+g (4.11)

4.3.1 Fall g=0

Haben wir den Fall g = 0 kénnen wir schreiben

of B
<at>Koeff B (4‘12)

4.3.2 Fall einer ersten Ordnung in g

Haben wir den Fall einer ersten Ordnung in g, formuliert sich die Boltzmanngleichung 1.21

als
9 d
<£>Koeﬂ - /ngQ/dQ <d;‘2> 01 — 03| (fif2 — f1f2) (4.13)

*

Wir sind nicht mehr im Gleichgewicht und deshalb ist f{ f5 — f1f2 # 0. Wir haben fiir den Stern
aus Gleichung 4.13

(%) = (g1 2+ 295 — a1f) —fLg2) (4.14)
N~
3. Term

Alle andern Terme wie ¢} g4 sind quadratisch und gehéren nicht in die erste Ordnung.
f{o féo gibt 0 mit fY Y. Wir betrachten nun NUR den Dritten Term. Wie schon fiir die Gleichung
4.2 sagen wir, dass [ dQ (3—6) = 0ot

dhT (7,7 t)/d% /dQ 99N 15— )£ (4.15)
dt Koelt = —g1\r, vy, 2 a0 1 21J2 .

RO tot (V)

Wobei wir fiir die Approximation in der obigen Gleichung folgenden Zusammenhang verwendet
haben

/ dBunli — G fO(F, 1) ~ / B3] £ ~ (o) (4.16)
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kommt. Zusammen mit der Defi-

(v) = J dBvvf
/ duf
N

nition der Stosszeit aus der Gleichung 4.10 erhalten wir !

3.Term
<5f1) ~ gt (4.17)
ot Koeff T

Wir erinnern uns, dass n aus der Normierung

Wir verwenden nun diese Ndherung um einen Ansatz zur Lésung der Boltzmanngleichung mit
Stoéssen im nicht-Gleichgewicht aufzustellen.

af _ 9 _ (=1
<at)Stésso a _; T T (418)

Wir betonen noch einmal, dass das nur giiltig ist, solange ¢ eine kleine Abweichung von der
Maxwellverteilung ist.
4.4 Approximieren der Boltzmann Gleichung

Wir setzten nun unseren Ansatz in die Boltzmanngleichung 1.21 ein, was wir vorher angenéhert
haben

o ., 8 F 8 0 g
<&+U1'W+m'%> (f +9)N_; (4.19)

Um diese Gleichung besser zu verstehen, betrachten wir mehrere Félle

4.4.1 Fall1l
Wir nehmen an, dass
« F=0
e f(= f°+ g) sei von 7 unabhéngig.

Dann bekommen wir

Of ~ U= (4.20)

T

Wir wissen, dass 9; f© = 0 ist und konnen folgern
t
(f = fo) = (f = fo) le=0 exp<—T> (4.21)

4.4.2 Fall 2

—

e« FF=0

e f(= f°+ g) sei nun von 7 abhingig.
Dann treten Transporterscheinungen auf. (z.B. Warmeleitung.)

Wir nehmen weiter an, dass die Abweichung von f0 (also g) klein ist. Wir kénnen das g somit
aus der Gleichung streichen

(at+ﬁ-ﬁ+F-8> (f°+g):u—§ (4.22)

m Ov
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Wir verwenden, dass F=0 ist, und es bleibt nur der Gradient nach r iibrig
7Vt~ -2 (4.23)

Wobei wir wieder v als die wahrscheinlichste Geschwindigkeit nehmen und L als eine makro-
skopische Distanz, die selbst eine Approximation ist. Wir formen die obige Gleichung um zu

- == (4.24)
Falls A/L < 1 ist, dann ist (*) aus Gleichung 4.13 gerechtfertigt.

4.5 Transport von Impuls: Innere Reibung/ Viskositit

Wir nehmen an, wir haben eine bewegte Platte, die sich nicht allzuschnell bewegt (nicht, dass
Turbulenzen auftreten).

%

277727777 7

77777777773 Cy  WITERE s winDlGXEl

>

LSS (7707 (7,
Suchonde Platie

Die Geschwindigkeit ¢, = A + By hédngt nur von y ab und ist die mittlere Geschwindigkeit des
Gases in z-Richtung. Wir haben ¢, = c, =0

Das Gas setzt der Bewegung der oberen Platte einen Widerstand entgegen. Die dabei in z-
Richtung auftretende Kraft pro Flacheneinheit (Flachennormale in y-Richtung, Schubspannung
Tyz), wird infolge der Zéhigkeit (innere Reibung) des Gases auf die untere Fliche iibertragen.
Fiir sie gilt das aus der Stromungslehre bekannte Gesetz (Newton’scher Ansatz der Zéhigkeit)

dcy
Tyr = +77876y (4.25)

Wobei n = Reibungskoeffizient = Viskositétskoeffizient. Das Gesetz ist giiltig, solang %% klein
ist.
Aufgaben die wir nun haben:

o Herleitung dieser Gleichung

e Bestimmung von n

Tya ist gleich dem pro Sekunde durch die Flacheneinheit (senkrecht zur y-Richtung) fliessenden
pe Impuls. Fiir Teilchen im Volumenelement d®r mit der Geschwindigkeit in d®r um @ ergibt
sich eine y-Komponente der p, = mv, Impulsstromdichte (Vergleich mit Gleichung 3.12)

ypaf (7, 6,t)dv (4.26)
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Mit dieser Impulsstromdichte beschreiben wir den Transport vom Impuls p, = muv,, der mit
der Geschwindigkeit v, fliesst. Und fiir alle Teilchen zusammen integrieren iiber alle Geschwin-
digkeiten

Tyz = m/vyvxf (7,7, t)d> (4.27)

Wir erinnern uns, wie f aufgebaut ist

f=Jfo+yg (4.28)

fo trigt nichts zur Impulsstromdichte bei, da [ vyv, fod3v =0

Das kommt davon, dass der Integrand ungerade ist und sich selbst aufthebt (v — —v). Das geht
nur, wenn die Platte eine gleichméssige Geschwindigkeit hat.

Wie im Fall 1 und 2 aus dem Abschnitt 4.4 angenommen, haben wir keine dusseren Kréfte die
wirken. Wir betrachten eine stationédre Losung (% =0)

Also ist unsere zu l6sende Boltzmanngleichung 1.21 zusammen mit 4.23

th:—gmwﬁfo (4.29)
Wir setzen in diese Gleichung die Maxwellverteilung ohne dusseres Kraftfeld fo(7) = f° (siehe

Gleichung 3.18)

m 3/2 m_ (= -\ 2
— — g (€(F)+7)
o= (o) (430)
ein. Im Exponenten verwenden wir ¢ = (¢;(y),0,0) d.h. fo hdngt nur von y ab.
af dcy _ 9
Uy —(— a Uy fO ( ) (C.Z’ + Ua:) ay - _; (431)

Umgeformt nach g erhalten wir

} Oc (4.32)

9= [ripvsles +v)f

Fiir die Impulsstromdichte aus Gleichung 4.27 erhalten wir mit f = fy+ g eingesetzt (wobei wir
ja nur den vorher bestimmten g Term beachten, da fy nichts zur Impulsstromdichte beitragt)

2
7Tyz = I:TZ/’J;T /d3vvyvz<vy(c$ + U:E))f():l : 880:; (433)
~~
= nicht von ¥ abh.

Jetzt haben wir fir 7 einen Ausdruck, den wir genauer ausfithren wollen. Wir betrachten zuerst

das folgende Integral
kT
3
= 4.34
7 /dvvv kT(m)n (4:34)

Und wir kénnen folgern, dass n = kT'n7. Fiir 7 wollen wir jetzt noch einen hiibscheren Ausdruck
finden und schreiben (mit ¢, = mittlere Zeit zwischen den Kollisionen) und der Definition der
Stosszeit

Q

~
~

TR 1

A 1
= 4.
- (4.35)

TlO'tot@

verwenden.

wobei v = ikT



Dann ist der Reibungskoeflizient

A A m
T ) NOror v i N Gor -E:lT nl(YlToT %HT
Arm

T Tm ki'r#g - YKTm
=l =
'L " PO B Oror

Jetzt haben wir einen hiibschen Ausdruck fiir unser 1 gefunden und folgern, dass der Reibungs-
koeffizient bei gegebener Temperatur 7" von den Dichten und auch vom P (Druck) unabhéngig
ist.
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Teil IIT
Klassische statistische Mechanik

Vorab ein Hinweis: in diesem Kapitel wird oft F verwendet fiir die innere Energie U. Generell gilt
in diesem Teil, dass U = FE. Es ist das Ziel der statistischen Mechanik, die Thermodynamischen
Gesetze makroskpischer Korper aus den Eigenschaften der atomaren (kénnen auch Molekiile
sein) Bestandteile abzuleiten. Wir bleiben aber auf dem Boden und nehmen an, alles ist klassisch
beschreibbar.

1 Grundbegriffe

Die sind wichtig um unser System zu beschreiben

1.1 I’ Raum, Mikrozustand

Mikrozustand des Systems = (q1, ..., ¢, p1, ..., py) ist ein Punkt im I' Raum. Wobei p die ver-
allgemeinerten Impulskoordinaten und ¢ die verallgemeinerten Ortskoordinaten sind. Aus dem
Impuls kénnen wir dann auf die Geschwindigkeit schliessen.

Der I' Raum ist ein 2f dimensionaler Phasenraum (also 6 N dimensional fiir ein N atomiges
Gas), wobei f die Anzahl der Freiheitsgrade sind. Kennen wir von einem Gas mikroskopisch
alle Positionen und Geschwindigkeiten aller Teilchen, dann habe ich einen Punkt - MIKRO-
ZUSTAND - im I' Raum. Nur gewisse Gebiete des Raumes sind zuléssig - die Gebiete, die der
Gesamtenergie E entsprechen. Beispielsweise: “Wie verteile ich eine bestimmte kinetische En-
ergie auf die Teilchen”, ist egal - ich kann auch alle Energie einem Teilchen geben - Das wére
zwar sehr unmoglich “makroskopisch gedacht”, aber ist rein theoretisch moglich. Wichtig ist
nur, dass ich gesamte Energie verteilt habe.

Beispiel 1.1 1 atomiges Gas mit f = 3N, wobei wir N Teilchen haben

Der I' Raum (auch als Mikrozustand beschrieben) ist der Zustand des Gases. Wir verglei-
chen mit dem uns bekannten p Raum. Er ist der Zustandsraum eines Molekils (6 Dimen-
sionen) und beschreibt so den Zustand des Gases - N Punkte im p Raum.

1.2 Zeitevolution

Wir beschreiben hier die Zeitevolution des Mikrozustandes / eines Punktes im I"' Raum. Wir
frischen die Hamilton’sche Gleichung der Mechanik auf

) OH

D d p=— 1.1
6=, and P 94 (1.1)

Wobei H die Hamilton Funktion ist. Die Gleichung beschreibt die Trajektorie im I' Raum.

1.3 Statistisches Ensemble

Beispielsweise fiir ein Gas ist der Makrozustand festgelegt durch (innere Energie U, N, V') oder
(T,V,N). Der Mikrozustand hat 6N Zahlen also etwa N a2 10%3. Das ist unmdglich herzustel-
len, zu messen, etc. Wir versuchen Parallelen zwischen den beiden Systemen herzustellen und
bemerken als erstes: Wir haben einen Makrozustand, der einer oo (also sehr grossen) Zahl von
Mikrozusténden entspricht.
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Wir nehmen nun Gibbs zu Hilfe und beschreiben ein statistisches Ensemble (von Systemen
[jeder Punkt im I' Raum ist ein System - habe ich verschiedene Behélter mit Gas, dann entspricht
jeder Behilter einem System und alle Behélter dem Ensemble]), das der statistischen Gesamtheit
von Systemen entspricht = Menge von Mikrozustdnde = Punktmenge im I' Raum. Das heisst wir
haben beispielsweise (U, V, N) fest oder (T, V, N) fest im Makrozustand und versuchen nun die
unendlich vielen dazugehorigen Mikrozustédnde mit dem statistischen Ensemble zu beschreiben.
Das statistische Ensemble ist vollstdndig charakterisiert durch die Dichtefunktion p

p(pla .y Qfa )
p(p1,-..qf,t )dfdf = Anzahl Systeme (Punkte) im Volumen dfd{; (im I' Raum) zur Zeit ¢
(1.2)
1.4 Das Theorem von Liouville
Das kommt aus der Mechanik
Theorem 1.2
Das mitbewegte Volumenelement d€2 = dpy - ... - dqy ist im Phasenraum I' zeitunabhdngig.

Theorem 1.3 In einem beliebigen Ensemble ist die Punktedichte (im Phasenraum) in
etner Umgebung eines mitbewegten Punktes zettunabhdngig.

Wir bemerken, dass es keine Wechselwirkung zwischen den Punkten gibt, da jeder Punkt einem
anderen System entspricht.

Wir beweisen das Theorem

1. Wir definieren 7 = (qq,...,ps) ist ein Ort und @; = (¢, ...,py) ist in Analogie mit der

Geschwindigkeit
f . .
= 94; | Opi
V.-¥= — 1.3
! ;(aQi+8pi> (1:3)
Wir setzen die Ausdriicke aus Gleichung 1.1 ein und erhalten
f
- 0 0H 0 0H
V.-v= — — 1.4
° ; [5% ;" o, ( 3(11')] (14)

Wir sehen, dass V - @ = 0. Wir folgern nun

Do _ o=+ Zf: =L + 00 _ 90, 5.5 (1.5)
Dt Qz pz Op; = ot p :
Wobei wir den Gradienten im I' Raum nehmen! Wir wollen uns nun mit dem p befassen
und stellen fest:
Die Kontinuititsgleichung fiir p muss gelten, da die Anzahl Systeme (Punkte) erhalten
bleibt. Somit gilt

dp

—+V()O:>

Y V - = 1.
N +U-Vp+pV-7=0 (1.6)

=0

ap
ot
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Folglich gilt durch Punkt 1, dass

ap -
— 4+7-Vp=0 1.7
5 TUVP (1.7)
Oder das heisst auch, laut Gleichung 1.5
f
Dp ap Op OH 0Op OH
—0=-C E _ — 1.8
Dt ot " (8%‘ Op;  Opi 0g; (1:8)

i=1

Das wird auch {p, H} geschrieben
Und wir erhalten die Gleichung, die dem Liouville Theorem entspricht

Dp
Dt

_9p

0= %

+{p,H} (1.9)

2 Grundpostulat der klassischen statistischen Mechanik

In der TD bedeutet Gleichgewicht, dass alle Messgrossen unabhingig von ¢ und somit % =

Also kénnen wir durch das Liouville Theorem 1.9 folgern, dass {p, H} = 0. Das bedeutet, dass
p nur von Erhaltungsgrossen abhdngen kann (wir betrachten abgeschlossene Systeme).

Theorem 2.1 Grundpostulat vom mikrokanonischen Ensemle

“Gleiche a priori Wahrscheinlichkeit fir alle Mikrozustinde eines abgeschlossenen Systems”.
Das heisst: Fiir ein abgeschlossenes System im TD Gleichgewicht sind alle zugdnglichen
Mikrozustinde gleich wahrscheinlich.

Daraus folgern wir den mathematisch dquivalenten Ausdruck; dass fiir ein mikrokanonisches
Ensemble die folgende Dichteverteilung gilt

1 firE-AE<H<E

b1, - ap) = { 0 sonst (2.1)

Es gibt ein Kontinuum von Mikrozustdnden. Diese sind gleich wahrscheinlich pro Liouville
Volumeneinheit d€) = dq; - ... - dpy.

3 Zustandssummen

Zustandssummen werden auf Englisch partition functions genannt. Fiir ein Gas gilt

Definition 3.1

o kanonisches Ensemble (T,V,N) = fest
T,V,N sind die natiirlichen Variabeln der freien Energie I

o mikrokanonisches Ensemble (U, V,N) = fest
U,V,N sind die natirlichen Variabeln der Entropie

Den genauen Zusammenhang zwischen den Ensembles und der Entropie / freien Energie
werden im Verlauf des Skriptes herleiten.
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3.1 Mikrokanonische Zustandssumme

Wir werden uns zuerst die mikrokanonische Zustandssumme genauer betrachten.
3.1.1 Definitionen

Scharmittel (das ist die Mittelung iiber ein Ensemble fiir festes ¢) fiir Messgrossen F'(p1, ..., qy)

Jdpy- . dagp(py, - qp)

(F) (3.1)

Definition 3.2 Im Nenner sehen wir die sogenannte mikrokanonische Zustandssum-
me = Mikrokanonisches Phasenvolumen I'(E)

F(E)—/dp1-----dqu(pl-----qf)— / dpy - ...-dgy (3.2)
E-AE<H<E

I'(E) beschreibt das Volumen der Energieschale mit Dicke AE. Mit Schale meint man, dass
wir uns ein symmetrisches Gebilde vorstellen konnen, das das Volumen zwischen 2 Sphéren
darstellt. Wobei das p die Dichteverteilung des mikrokanonischen Ensembles wie in Gleichung
2.1 definiert ist. Die Gesamte Energie (Hamiltonian) liegt in diesem Intervall. Die normalisierte
Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir ein System ist

1 .
) ) == furEk—AE<H<E
o = stz = { 1) (33
das heisst wir haben [dpy - ...-dgspn, =1 und somit gilt fir das Scharmittel
(F) = /dpl...dqupn (3.4)
3.1.2 I'(F) berechnen
Nun wollen wir das I'(E) berechnen. Dazu miissen wir zuerst eine Hilfsgrosse einfithren
Y(E) = / dpy - ...-dqy = Volumen innerhalb der Energie Fliche (3.5)

H<E

Daraus erhalten wir w(FE) = 8%55) = Zustandsdichte auf der E-Achse. Wir stellen nun folgende

Behauptung auf

Theorem 3.3 AE )
S(B) D(E,AE)  fir —= > =~ 107% (3.6)

Das heisst, dass AE > % Dass das gilt, muss AE aber bedeutend kleiner sein als &

Wir wollen diese Behauptung fiir ein ideales Gas mit f = 3N beweisen. Um die mikroka-
nonische Zustandssumme zu berechnen, brauchen wir laut Gleichung 3.2 die folgenden beiden
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Integrale:

/dql-...-dqf:VN und

/ dpy - ...-dps = Volumen einer 3N dimensionalen Kugel im Impulsraum mit (3.7)
Radius R = (p? +p3 + ...+ piy) > = V2mE
Wobei wir verwendet haben, dass der Radius dieser Kugel ppax ist
f=3N
S 0 = 2mE = 55)
i=1
Das Volumen einer n-dimensionalen Kugel mit dem Radius R ist gegeben durch
n/g
7r
V, = (ﬂ)!R” (3.9)
2
Also erhalten wir das Zweite Intervall in der Gleichung 3.7
p2 3N/2
dpy - ...-dps = e - BN = ¢ - | FRax 3.10
P1 Pf =CN CN om ( )
H<E
wobei wir ¢y neu definiert haben als
3N/2
CN = ﬂ_?)T'(Qn”L)SN/2 (3.11)
()
Y (E) ist deshalb oc E*/?. Die Zustandsdichte w(E) = agg) x E¥5

Wir haben einen enorm grossen Exponenten. Das heisst die Funktion geht stark nachoben bei
Ey

wf)

)

Wir sehen, dass der grosste Anteil der Flidche (= X) von dieser Fliche Ey — AF < E < Ej
kommt, also gilt ¥ ~ I". Wir nehmen an, dass AFE sehr klein ist (siehe Bild) und bekommen so
eine extrem gute Naherung!

INE)=%(F)-X(E—-AF) mit X(E)= /Ew(E)dE (3.12)
0
und deshalb
I'(E) ~ ag(EE) AE = w(E)AE (3.13)

Diese Form ist allgemein giiltig. Der prazise Ausdruck von Gleichung 3.10 ist nur fiir ein ideales
Gas giiltig.
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3.2 Kanonische Zustandssumme

Theorem 3.4 Fin System mit schwacher energetischer Kopplung an ein Makrosystem
(Wiérmebad) im thermodynamischen Gleichgewicht hat (fir die zugdnglichen Mikrozustin-
H

de) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung o< e*sT | wobei H der Hamiltonian ist.

Das heisst, dass das Kanonische Ensemble (ein spezielles statistisches Ensemble) durch die
folgende Dichteverteilung (siehe Gleichung 1.2) vollstiandig charaktierisiert ist (Punktedichte
im I" Raum). Das Gesamtsystem ist abgeschlossen und deshalb gilt dort das mikrokanonische
Grundpostulat.

H

p=e FBT (3.14)

W@um

Abbildung 8: R: Wdrme Reservoir, S: System mit Ngr > Ng

Wir mochten nun die Gleichung 3.14 beweisen. Das Gesamtsystem (S+R) ist abgeschlossen und
im obigen Bild beschrieben. Das heisst, Fy,y = Er + Eg fest. Ebenfalls gilt (Vs, Ng) = fest und
(Vr, Ngr) = fest. Aber Achtung! Fr und Eg selbst sind nicht fest.

Die Hamilton Funktion vom Gesamtsystem

H(p, ooy Q) = HS(pS7 -~-QS) + HR(PR7 ---QR) + HWechselwirkung (315)
Wir diskutieren nun den Wechselwirkungs Term genauer
o Die Wechselwirkungsenergie ist so klein, dass der Mittelwert (Hyw) < (Hg) ist.

e Wir koénnen ihn aber nicht Null setzen. Das wiirde heissen, dass die Systeme komplett
getrennt sind. Das ist unmoglich, da beispielsweise die Temperatur sich ausgleichen wird.
Wir sagen folglich, dass ein langsamer Energie- Austausch méglich ist und die Einstellung
des Gleichgewichts stattfinden kann.

Uns interessiert die Wahrscheinlichkeit fiir einen Mikrzustand vom System S (den beschreiben
wir mit der Dichteverteilung pg(ps, ..., ¢s)) beliebiger Mikrozusténde vom Reservoir R. Aus dem
Grundpostulat fiir das mikrokanonische Ensemble kénnen wir deshalb folgern, dass fiir das
Gesamtsystem folgendes gilt !

dqsy * .~ dps; - dqp, - ... - dpg, - 1 (3.16)

Wobei f beispielsweise 3V fiir ein einatomiges Gas ist und das 1 symbolisiert p(gs, - ... - pr;)
im Energiebereich wie in Gleichung 2.1 definiert. Somit wird Gleichung 3.16 fiir Fy,y — AE <

! f im System und im Reservoir sind natiirlich nicht gleich im allg.
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H < E,,; betrachtet.
Da wir an der Wahrscheinlichkeit fiir einen Mikrozustand vom System S interessiert sind, miissen
wir iiber das Reservoir R integrieren.

dgs, - ... dps, //dqu *... - dpR, (3.17)

Wobei wir das Integral fir Eyoy — AE — Eg < H' < E;,; — Eg betrachten, mit H' = Hp. Somit
lésst sich die Wahrscheinlichkeit das System S im Intervall dgg, - ...~ dps, anzutreffen, zusammen
mit der mirkokanonischen Zustandssumme 3.2 folgend berechnen

ps(qsy - - ps;)dgs, - ... - dps, = const. - dgs, - ...~ dps, ///dqu “...-dpr, (3.18)

T'r(Etot—Es)

Wir folgern, dass ps(qs - ... - ps) X Ur(FEit — Es). Um I'g zu bestimmen, wiirde sich das Herz
eines jeden Physikers an einer Taylorentwicklung erfreuen. Aber die Taylorentwicklung von I'g
konvergiert sehr schlecht! Deshalb ist das nicht so eine gute Idee. Wir kénnen aber auch den
natiirlichen Logarithmus von I'r betrachten. Denn der konvergiert sehr gut.

dlo T
log f(z + Ax) = log f(z) + Axgga];()) (3.19)
OlogT'r(F,
logU'r(Eiot — Es) = loglr(Eit) —Es - [W] + (3.20)
Er konstant, d.h.
unabhéingig von Eg =p(konstant)
Folglich haben wir
Lr(Eiot — Eg) ~ const. - e Hs(as,-ps) (3.21)
FEingesetzt in Gleichung 3.18 erhalten wir
ps(ps, ..., qs) = const. e PHs(Psy-ds) (3.22)

Bevor wir uns nun mehr mit dem 8 = ]CBLT (Vergleiche mit Gleichung 3.14) beschéftigen, klaren
wir noch den Begriff der kanonischen Zustandssumme - analoges Vorgehen wie im Kapitel
vorher.

3.2.1 Definitionen
Wir wollen die kanonische Zustandssumme = kanonisches Zustandsintegral herleiten.
Wir betrachten (vergleiche mit der mikrokanonischen Zustandssumme aus Gleichung 3.2)

ZN(T, V) = /dp1 o dgy - e PHPLa) (3.23)

Wobei wir fiir f = 3N, also fiir ein einatomiges Gas nehmen. Wir haben das Reservoir ignoriert,
denn im Gleichgewicht haben wir netto keinen Warmeaustausch.

Zn = Nenner bei Scharmittelbilung (3.24)

Hier ist p nicht mehr 1 wie in Gleichung 2.1, sondern durch das Exponential aus Gleichung 3.14
gegeben. Wir erhalten die folgende Scharmittelung

[dp1-...-dgy - e PHE(py - ... qr)
F = 2
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Nun normieren wir und erhalten
e~ BH(p1-.qr)

IV (3.26)

p(p1, -y qf) =

Das nennt man dann die kanonische Wahrscheinlichkeitsverteilung und wird auch Boltz-
mann Verteilung genannt. Wir vergleichen es mit der Gleichung 3.3.
3.2.2 Temperatur

Wir wollen noch den Exponenten aus Gleichung 3.14 fertig beschreiben. Momentan sind wir auf
dem Stand von Gleichung 3.22. Wir wollen deshalb noch g = @% herleiten.

Theorem 3.5 Wir behaupten, dass B~ =k - Tapsotute Gastemperatur

Wir beweisen: Wir betrachten das Bild 8 und sagen, dass das Reservoir R ein ideales Gas und
das System beliebig sei. Wir haben dann laut Gleichung 3.20

_ Ologl'g
b=k

Wir haben dank der Gleichung 3.2 den Zusammenhang

’E:Etot (327)

'gr~Xg= / dpi - ...-dqy (3.28)

H<FEot

Wir haben aber schon geschen, dass fiir ein ideales Gas ©r ~ E*/? (siche Gleichung 3.10) gilt.
Wir folgern daraus

N
log ¥R ~ 37 log E + const. (3.29)

Wobei die Konstante unabhéngig von E ist.
Beim Idealen Gas sehen wir, dass der Druck %e mit € = % die Energiedichte ist. Dann kénnen

wir folgern
_dlogTy 3N1 N

P="%8 “ 2B w (330)
1

—————. Aber wir wissen,
kBTideales Gas

Zusammen mit p = %k:T kommen wir auf g =
dass ﬂdeales Gas — Tabsolute Gastemperatur-

3.2.3 Faktorisierungseigenschaft
Falls H =) H;(pi,---,q:) (d.h. wir betrachten nicht Wechselwirkende Teilchen/ Freiheitsgrade.

1
[Z.B. nicht gekoppelte Eigenschwingungen|), dann gilt

Z—/dp1~...-dqf e PH :HZl- (3.31)
H_ef,BHi 7

Wobei wir die Klammer durch die Eigenschaft der Exponentialfunktion schreiben kénnen. Fiir
p haben wir laut Gleichung 3.26 kombiniert mit obiger Gleichung

—BH —BH;
e e
= = = > . 2
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Wobei wir im ersten Schritt die Summe weggelassen haben.
Falls N =1, dann konnen wir im g Raum statt im I' Raum arbeiten.

Falls wir zusétzlich identische Teilchen betrachten, dann ist
N
z=1]2% = (z)" (3.33)
i=1
(Aber Achtung! Das gilt in der QM nicht!! nur in der klassischen Mechanik!)

4 Beispiele fiir die Herleitung molekularer Eigenschaften

4.1 Ideales Gas: Geschwindigkeitsverteilung von Maxwell Boltzmann

Wir betrachten folgendes System: Wir haben ein Gasmolekiil im Kontakt mit einem Wérmebad
(im &usseren Potentialfeld) mit einer Dichteverteilung nach Gleichung 3.22

;fn+V(q)>

= (4.1)

p(P, q) = const. - e it = C - exp (_

Wobei wir den Hamiltonian H = % + V(q) eingesetzt haben. Das Potential konnte Beispiels-
weise das Gravitationspotential der Erde sein.

4.2 Aquipartitionsgesetz (Gleichverteilungsgesetz)
Wir behaupten, dass

Theorem 4.1 ein Erwartungswert (Beispielsweise F' aus Gleichung 3.25) - giiltig im ka-
nonischen Ensemble - folgenderweise aussieht

OH
J

mit x; = p; oder q;

Wir beweisen das Theorem und betrachten zuerst den Mittelwert
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4.2.1 Anwedungen
Fiir “viele” physikalische Systeme gilt
H=> (Aip} + Big}) (4.3)
i=1
Wobei (A;p?) die allgemeine kinetische Energie ist

spezielle Potentiale, z.B ein harmonisches

0?) =
und (Big;) { fir B = 0 haben wir freie Teilchen

Wir diirfen die verschiedenen Bausteine des Hamiltonian (z.B. fiir ein Gas Translationsenergie,
Rotationsenergie, Vibrationsenergie) separat (=entkoppelt) betrachten, da wir annehmen, dass
es keine Wechselwirkungen zwischen den Freiheitsgraden von Molekiilen gibt.

Wir betrachten deshalb alles fiir ein Molekiil und konnen Faktorisierungseingenschaften beutzen.

0H; ; OH OH
piy— = 2H™ ( =2Aipi = pig— = 2Az'pz2>
Opi Op; Opi (4.4)
0H; " oOH OH ’
; =20 —— =2Bigi — G~ =2Bp?
4, ! < 9qi i % g, i
Wobei letzeres NUR fiir ein harmonisches Potential gilt.
Aus dem Aquipartitionsgesetzt 4.1 folgern wir fiir die Erwartungswerte
OH; ~ ~ kT
o) = kT =< 2HS > o (Y = 2
(9]71' 2
8H7, pot pot kT (45)
(gi5—) =kl =QH™) — (H7)=—
0g; 2
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Fir H kénnen wir nun folgern

(H) = (Y (HE" + HP) = Y ((H™) + (H)) (4.6)

- —~ ——  ——

K3 K3

kT kT
2 p)
Also kommen wir auf LT
<H> = (f + fharmonisches Potential)? (47)

Wobei f die Anzahl Freiheitsgrade und fharmonisches Potential die Anzahl harmonische Freiheits-
grade sind. Wir kénnen nun folgern, dass U = (H) und

ou k

67'1_' =Cy = (f + fharmonisches Potential)§ (48)
Beispiel 4.2 2 atomiges Gas
Wir denken an das beriihmte Beispiel der Feder
f/IN  fup/N  Summe
Translation | 3 0 3
Rotation 2 0 2
Vibration 1 1 2
Wir wissen, dass § = %kz oder cy = %Nk = spezifische Warme pro festem Volumen.
Fiir einen Kristall haben wir das Gesetz von Dulong Petit aus dem Jahr 1818
¢y = 3kN (4.9)

An jedem Gitterpunkt gibt es ein oszillierendes Atom (3 Freiheitsgrade aus der kinetischen
Energie und 3 aus dem harmonischen Potential)

4.3 Energieschwankungen im kanonischen Ensemble im thermodynamischen
Limes

Der thermodynamische Limes nimmt an, dass V und N fest sind. Die Energie U héngt dann
von T ab. In der Statistischen Mechanik bedeutet das, dass fiir ein System im Wéarmebad die
Temperatur T fest ist und wir haben eine Energieverteilung. Das heisst, die Energie ist nicht
fest!, aber T" wird festgehalten.

4.3.1 Mittlere Energie

Die Mittlere Energie ist dann (wir ersetzen das F' in der Gleichung 3.25 mit H)
_ fdpl-...-dqf~e_5HH(p1,...,pf) _/ 107

e (4.10)
/dpl-...~dqfe_5H Z 0B

Z

U= (E) = (H)

wobei wir den Nenner (siehe Gleichung 3.23) Z nennen. Wir erhalten fiir die mittlere Energie
0

U=-g5In2 (4.11)
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4.3.2 Energieschwankung

Wir betrachten die mittlere quadratische Abweichung der Energie
(AE)?) = ((H — (H))*) = (H?) — 2(H)(H) + (H)* = (H?) — (H)° (4.12)

Wir betrachten zuerst die zweite Ableitung von In Z nach 3

d? o [10Z] 18 1 [02\° )
——
(H?) (H)?

Wir kénnen das gleiche noch mit Gleichung 4.11 anders ausdriicken

0? 0 oU oT oU
—(InZ)=--U= <—> = kT? <) = kT?cy (4.14)
052 ap oT 0p ar /),
Wobei wir hier genutzt haben, dass T = % und somit ?3‘% = —ﬁ = —kT?. In dem wir die
Resultate vergleichen kommen wir auf
(AE)?) = kT?cy (4.15)

Wir diskutieren nun unsere Ergebisse

AE = \/{(AE)?) ~ /ey (cy ox O(N))
AE _OKWN) 1 (4.16)
E O(N) VN
Wir betrachten unser Resultat im thermodynamischen Limes und machen N — oo und halten
dabei % und % fest.

lim(%) N—oo 0 (4.17)

Wir kénnen daraus folgern, dass F scharf um den Mittelwert konzentriert ist.

5 Entropie und Wahrscheinlichkeit

5.1 Die Entropie S =kInTl
Wir behaupten

Theorem 5.1 S(E,V,N)=FkInI'(E,V,N)

Wobei die linke Seite der Gleichung aus der Thermodynamik kommt und das T'(E,V, N)
die mikrokanonische Zustandssumme = Anzahl Mikrozustinde.

Die Entropie sei eindeutig charakterisiert durch folgende 2 Prinzipien

o Extremalprinzip
Fiir ein abgeschlossenes System gilt S(GZ) > S(nichtGZ)
Das heisst, dass z.B. (E,N,V) = fest sind

o Additivitat
Fiir 2 unabhdngige Systeme gilt Sior = S1 + So
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o Die multiplikative Konstante kg ist fiir die momentanen Betrachtungen irrelevant.
Das heisst, wir kénnen am Schluss kp dazumultiplizieren.

Wir wollen nun In I'jgeales Gas berechnen und es mit der Entropie des idealen Gases vergleichen.
Die additive Konstante c ist in der klassischen Thermodynamik oder der klassischen statistischen
Mechanik irrelevant (wir kénnen ohne weiteres S o InI' + ¢ rechnen. Das gilt nicht in der
Quantenmechanik.)

5.1.1 Untersuchung der Additivitidt von InI

Wir wissen, dass I' die Anzahl der Mikrozustédnde ist. Wir haben nun 2 unhabéngige Systeme,
die je abgeschlossen sind. Wir kénnen somit schreiben

Liot(E1 V1N, E2VoNa) = T'1(E1, Vi, N1) - Ta(Ea, Va2, No) (5.1)
Wir bemerken, dass wir Mulipliziert haben! Die Anzahl Zustédnde ist die Multiplikation der

Zustdnde von System 1 - Zusténde von System 2.

Folglich konnen wir schreiben
InTi; =InTq +1nTs (5.2)

Wir sehen, dass das nun additiv ist.

Sei S eine extensive Grosse, dann konnen wir S(AE, AV, AN) = AS(E,V,N) nur im thermo-
dynamsichen Limes schreiben. Das heisst fiir N — oo. Sonst wiirde es z.B. Oberflicheneffekte
geben, die wir nicht vernachlassigen diirfen.

5.1.2 Untersuchung des Extremalprinzipes

Als néchster Punkt ist zu zeigen, dass InI" dem Extremalprinzip geniigt. Wir kénnen uns nun
denken, dass wir vom Nicht GZ — GZ via Hemmungen kommen. Wir halten E, V, N fest

Abbildung 9: System mit Wand, die einer Hemmung entspricht

Wir haben folgende Eigenschaften fiir unser System

N
V1:V2:%, Nl:NQZE wobeli FEj # FEy mit By + Es = F (5.3)

Wir bemerken, dass die Gesamtenergie immer die gleiche ist. Wir kénnen die Hemmung entfer-
nen, ohne dem System Energie wegzunehmen / hinzuzufiigen.

Wir unterscheiden nun 2 Falle

e GZ (mit Wand = mit Hemmung):
Anzahl Mikrozustédnde, die dem Gesamtsystem entsprechen, sind

I'(E,V,N; Ey) (5.4)

Wobei wir die Bedingung betrachten, dass die Energie im System 1 Fj ist.
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 Entfernen wir die Hemmung erhalten wir mehr mogliche Mikrozustédnde und zwar I'(E, V, N).
Obiger Zustand I'(E,V, N; E7) ist jetzt nicht im Gleichgewichtszustand. Dieses Gamma
ist grosser als das vorherige, weil wir neben den Vorherigen auch weitere Zustdnde haben
(fiir die das Ey einen Wert im Bereich 0 < E; < E hat). Wir summieren deshalb tiber alle
moglichen Energien / alle moglichen Ey

E
I'(E,V,N) :/ dELT(E,V,N; Ey) (5.5)
0
E
und bekommen mit Hilfe von [ dE)T'(E,V,N; Ey) > AE, I'(E,V,N; E;), wobei wir wis-
0 —~—
statt E

sen, dass AE; < E (siehe folgende Grafik)
InT(E,V,N) > InT(E,V,N; E;) + h AE; (5.6)

Alles zusammen betrachtet erhalten wir

P(E,V,N;En\

N

NG G c

Wir sehen, dass das I' symmetrisch beziiglich Fy = %, da es dem I'(E,V, N; E1) gleichgiltig
ist, ob es sich im System 1 oder im System 2 befindet.

Das heisst, wir haben
E
/dE1 I(E,V,N; Ey) ~ AE\I'(E,V,N; Ey) (5.7)
0

falls Fy = % ist. Das heisst es entspricht dort dem Gleichgewichtszustand. Sonst ist es “>”
Wir unterscheiden nun 2 Félle

1. %—? > % fir N — oo (siehe Behauptung Gleichung 3.6). Wir konnen sagen, dass

I'(E,V, N, AFE;) unabhingig von AFE; ist. Das bedeutet
T(E,V,N;AE)) ~ S(E) (5.8)

Das heisst das Maximum héngt nicht von AE; ab. Das Gleiche haben wir schon in Glei-
chung 3.6 angenommen.
Somit ist im thermodynamischen Limes In AF; in Gleichung 5.6 vernachléssigbar.

2. AE < By — EfZ
Das kénnen wir sagen, da die Approximation aus Gleichung 3.6 gilt. Jedoch ist die Fldche
sehr schmal, wie wir im obigen Bild sehen. Also kénnen wir die Fliache als die Maximale
Hoéhe T'(E, V, N, %) approximieren und somit ist die Fldche unabhingig von AFE;
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Aus der Kombination der Félle 1) und 2) ergibt sich dann aus Gleichung 5.6 im thermodyna-
mischen Limes (N — oo) (da kann man In AE; vernachléssigen.)

InT (E,V,N) > InT(E,V,N; E) (5.9)
—— —_——
GZ nicht GZ

Eine Gleichheit kénnen wir nur annehmen, wenn E; = EIGZ = % Dann kénnen wir sagen,
dass auch das Extremalprinzip fir InI" erfiillt ist und somit auch fiir S = InT'. S ist grosser im
Gleichgewichtszustand als im nicht Gleichgewichtszustand. Im Nichtgleichgewichtszustand gilt
also

S(E,V,N;E,) = kInT(E,V,N; Ey) (5.10)
Im thermodynamischen Limes (N — oo) kénnen wir sagen, dass (Vergleiche mit 3.13)

ox
I'xY~w=— 5.11
w= o (5.11)

Wir koénnen folgern
S=klnI'=kln¥=klhw (5.12)

5.2 Wahrscheinlichkeit

Wir konnen nun eine neue Definition machen

Definition 5.2 Wahrscheinlichkeit W,
Wyer ist die Wahrscheinlichkeit, das die Situation aus Bild 9 ohne Hemmung spontan auf-
tritt.
F(E7MN7E1) F(Eax/aNaEl)
E,V,N;FE) = = 1
/ dE\T(E,V, N; Ey)
0
unabhdngig von E;
Fiir (E,V,N) = fest gilt
S(E1) =kInI(E,V,N;E;) = klnW,¢(E,N,V; E) + const. (5.14)

I" kann hier als statistisches Gewicht gesehen werden und W, als relative Geschwindigkeit.
Da S bis auf eine Konstante definiert ist und wir diese Konstante 0 setzten kénnen gilt
S=klnW,q (5.15)

5.3 Herleitung der Entropie

Wir beginnen die Verkniipfung mit den Zusandssummen und Grossen, die wir im Abschnitt der
klassischen Thermodynamik kennen gelernt haben herzuleiten. Wir betrachten die Definition 3.1
noch einmal und widmen uns nun der Herleitung Entropie aus dem mikrokanonischen Ensemble.

S(E,V,N)=kInT(E,V,N) (5.16)

Wobei (E, V, N) die natiirlichen Variabeln zur Entropie S sind.
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Wir fassen kurz unser Wissen aus der Thermodynamik zusammen

d d

dU = TdS — pdV und dS = % (5.17)
oS ) 1 <8S ) P

-— = — und - == (5.18)
<8U vy T ovV)un T

und wir verbinden das mit unserem eben Gelernten / (Vergleiche mit der Gleichung 3.27)
OlnT 1 OInT D
( oU )V,N b=t " ( oV )U,N PP =5 (5:19)

Wir moéchten all diese Zusammenhénge an einem Beispiel durchrechnen.
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Beispiel 5.3 Ideales Gas
Wir vergleichen mit dem Wissen aus den Gleichungen 3.2, 3.7, 3.10 und 3.8.

'~y = / dpy -+ dgr = VN - en(Dmaz )N (5.20)

Wir erhalten fir Gleichung 5.16 (im Logarithmus alles Multiplikative zu Additivem,)

S=Inl'=NhV+Inc+3Nlnppe = NInV +1Inc+ 3N In(2mkE) (5.21)

e Leiten wir das nun nach E ab kommen wir zusammen mit Gleichung 3.27 auf

dlnl 1 3N

- = 27 .22
OF kT 2F (5-22)
Fiir die Energie kénnen wir nun obige Gleichung umformen zu
3
E= §N kT (5.23)

Das ist die kalorische Zustandsgleichung fiir das ideale Gas
fir E=E(T,V,N)

e Leiten wir das nun nach 'V ab kommen wir zusammen mit Gleichung 5.19 auf

Olnl'  p N

- £ 7 .24
oV KTV (5.24)
Wir kénnen die thermische Zustandsgleichung
fiir p = p(T, V, N folgern
pV = NET (5.25)

Das heisst, wir haben etwas Konsistentes fiir das ideale Gas gefunden und glauben dem Professor
aus Zeitgriinden, dass es fiir alles gilt ©.

6 Herleitung der TD aus dem kanonischen Ensemble

Wir fahren fort mit der Verkniipfung der Zusandssummen und Grossen, die wir im Abschnitt
der klassischen Thermodynamik kennen gelernt haben. Wir betrachten die Definition 3.1 noch
einmal und widmen uns nun der Herleitung der freien Energie aus dem kanonischen Ensmble.
Wir behaupten

Theorem 6.1 Die freie Energie kann folgenderweise geschrieben werden
F(T,V,N)=—-kT'InZ(T,V,N) (6.1)

Wobei Z die kanonische Zustandssumme ist. Wir betrachten alles fiir ein festes N (keine
chemische Potentiale). Folglich gilt F = U — TS fir F(T,V) und wir haben

dF = —SdT — pdV (6.2)

Wir beginnen mit zwei Vereinfachungen
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o Der Anderung der unabhiingigen Variablen (bequemlichkeithalber, dass man das Resultat
besser sieht)
T— 8= ,%T (ob ich g oder T schreibe spielt keine Rolle)

e Und eine Anderung des Potentials
F — BF

Wir versuchen nun das Theorem zu beweisen und beginnen mit ein paar Umformungen. dF =

—SdT — pdV wird zu

SdT S
d(BF) = Fdp — pSdT — BpdV = Fdf — Bdﬂdﬁ — BpdV = Fdp + %dﬁ — BpdV
(6.3)
=FdB+TSdg — BpdV = | F+TS | dB — Bpd
S+ TS5dB — fpdV + TS | df — BpdV
U

Wir verwenden, dass ‘;—E = —ﬁ und konnen das einsetzten oben. Folglich haben wir
d(BF) =Udp — ppdV (6.4)
Wir versuchen nun unser Wissen mit physikalischen Gréssen zu verbinden. Aus Gleichung 4.10
wissen wir, dass U = (H). Aus Gleichung 5.17 wissen wir, dass g—g = —p. Wenn wir das

kombinieren, kommen wir auf

OH dpy - ... dgre PH2H

Mit den gleichen Rechnungen wie wir auf Gleichung 4.10 gekommen sind, kommen wir auf

122 19
=-% =—_—1InZ 6.6
P=57 T hav ™ (6.6)
Zusammen mit Gleichung 4.11 U = —% In Z koénnen wir die obige Gleichung umformen und
darauf die Gleichung 6.4 anwenden
0 0
—InZ =pp=——(BF
gy W2 =Pp=—5-(0F) .
) (6.7)

0

Wir sehen, dass (—fF) und In Z (mit N fest) die gleichen partiellen Ableitungen haben. Somit
folgt
— BF =1nZ + const. (6.8)

wobei die Konstante irrelevant in der klassischen Statistik ist.

6.1 Thermodynamik des idealen Gases aus dem kanonischen Ensemble

Im idealen Gas haben wir nicht wechselwirkende Teilchen und somit gilt Gleichung 3.31

N
N = H Z; (6.9)
=1
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Im idealen Gas haben wir identische Teilchen. Deshalb schreiben wir

Zy = (Z)N (6.10)
Wir wollen Z; finden. Deshalb verwenden wir das kanonische Zustandsintegral aus Gleichung
3.23 mit H = 2
T p? omm\ N2
Z1(T,V) = /d?’p-....d?’qeﬁH =V / dBpePam =V <ﬁ> (6.11)

—_———

Gauss Integral

Unser Ziel ist es, die Zustandsgleichungen (innere Energie und Temperatur) des Systems zu
finden und danach Gleichung 6.7 darauf anzuwenden. Deshalb brauchen wir In Z

N, 2
In(Z)Y :an:Nan321nT;7T (6.12)
o Wir wenden 93 auf In Z an und bekommen die kalorische Zustandsgleichung
0 3N1 3N
——InZ=U=—-=—kT 1
a5 n U > 3 5 k (6.13)
e Wir wenden Jy auf In Z an und bekommen die thermische Zustandsgleichung
0 N InD D
— InZ="=""__1 V = NkT 6.14
v Tv o gk 7 (6.14)

6.2 Gibbs Paradox

Wir betrachten ein ideales Gas. Wir betrachten F' (kanonisches Ensemble) und S (mikroka-
nonisches Ensemble). Beides sind extensive Grossen. Wir nehmen SF aus Gleichung 6.8 und
kombinieren es mit Gleichung 6.12

3N
— BF geales Gas = - In(2mnrkT)+ NIV (6.15)
N———" nicht extensiv
extensiv

Das heisst wir haben N — AN, V — AV, T — T und demnach sollte SF — ASBF sein. Aber
das scheint nicht der Fall zu sein (in N und in T ist es extensiv, aber in V nicht, das heisst wir
haben eine nicht extensive Grosse in V).

Wir bemerken, dass auch (siche Gleichung 5.21) Siqeales Gas X InI' = NInV + N ln(ZmE)S/ 24+
const. nicht extensiv ist in V und F.

6.2.1 Losung: Postulat von Gibbs

Wir kénnen Gasmolekiile als UNunterscheidbar betrachten. Das beuetet, also, dass bei der Zdh-
lung der Mikrozustdnde man durch N! dividieren muss. Man erhéalt eine korrigierte Boltz-
mann Zihlung.

Wir bemerken, dass wir in der klassischen Mechanik identische Teilchen betrachten, welche
durch ihren Herkunftsort bei ¢ = 0 unterscheidbar sind. Jedoch ist das nicht der Fall in der
Quantenmechanik.
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Wir schreiben unser Zyorrigiert auf

1
Lyorr = MZ (6.16)
fiir N ununterscheidbare Teilchen.
Fiir ein Gasgemisch mit den Teilchen A, B, ... wiirde das folgendermassen aussehen
A
Do = NG (6.17)
Nun erinnern wir uns an die Stirling Formel
log N! ~ Nlog N (6.18)
und wenden die auf Gleichung 6.16 an.
log Zyorr =log Z — Nlog N (6.19)

Bemerkung 6.2 Wir machen einen Einschub und betrachten zuerst die Entropie.
Wir erinnern uns an die Gleichung 5.21

logT' = Nlog V + Nlog(2mE)*? + log cx (6.20)

Wir sind im Implusraum und cy ist das Volumen in einer 3N dimenisionalen Kugel. Das
haben wir schon zu Beginn des Kapitels in Gleichung 3.11 verwendet.

ex o (glN)v N <3jv> N (6.21)

Wobei wir im letzten Schritt die Stirling Formel verwendet haben. Somit kénnen wir fir
log ey aus der Gleichung 6.20 schreiben

3N, 2 2\

Und wenn wir das in die Gleichung 6.20 einsetzen, erhalten wir

AmE\ "
logT'=NlogV + Nlog | —— +const. (6.23)
——— 3N
Problem

extensiv

Das normieren wir jetzt mit N! (springender Punkt - korrigierte Bolzmann Zdihlung) und
kommen auf

%F = log% = Nlog% + N log <]£\?[>3/2 (6.24)
Dies ist extensiv, da —log N! =~ —N log N
Wir kénnen mit den Gleichungen 6.19 und 6.8 sagen, dass
log(Zyor) =log Z — Nlog N = —(Fyorr) = —BF — Nlog N (6.25)
Fiir das ideale Gas haben wir dann explizit
— BFxorr = % log(2mnkT) + Nlog(X) (6.26)
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Nun gilt

N = AN, VoA, T—>T (6.27)
beide Terme sind nun extensiv, denn es gilt % — % = % Und zusammengefasst gilt
- ﬁFkorr = /BAFkorr (628)

Fazit: Wir wussten, dass die Entropie extensiv sein miisste, aber sie war es nicht. Durch Einfiih-
rung einer “statistischen / wahrscheinlichkeitstheoretischen” Korrektur haben wir eine extensive
Grosse erhalten.

Denkanstoss: In der klassischen Mechanik haben wir identische Teilchen, die unterscheidbar
sind durch ihre Ankunft zu einer gewissen Zeit. Wir vergleichen mit Planeten. Jeder Planet
hat bei T' = 0 eine bestimmte Position und Impuls. Dann hat es Kréfte, etc. die die weiteren
Positionen und Impulse vorgeben. Rein konzeptuell unterscheidbar aber defacto ist das nicht der
Fall. Deshalb ist es auch ein wenig ein Paradox... Die Teilchen sollten ja unterscheidbar sein in
der klassischen Mechanik. Wir haben so einen Widerspruch mit der Thermodynamik erhalten.
Aber mit der Korrektur, dass wir das ununterscheidbar betrachtet haben, hat es geklappt. Zu
dieser Zeit war es ein Trick! Wenn wir aber Quantenmechanisch denken war es ein Geniestreich
und das Konzept der Quantenmechanik.

6.3 Zellengrosse h'

Nicht so relevant fiir diese Vorlesung, aber spannend, wenn man den Sprung zur QM machen
will. Das momentane Problem ist, dass die Impulskoordinaten p und die Ortskoordinaten ¢
eine Dimension haben. Mit dem h/ werden wir diese Dimension wieder los. Aber da es eine
Konstante ist, konnen wir A7 in der klassischen Statistik weg denken.

6.3.1 Klassische mechanische Statistik

Eine Anderung der Zellengrésse entspricht einer multiplikativen Konstante im I' Raum. Das
heisst verglichen mit der Gleichung 3.2

Fﬁ}?f:hlf/dpl'”"dqf (629)
Wobei h die Plank Konstante (Das wissen wir jetzt schon. Frither war das einfach irgend eine
Konstante c¢) ist und f die Anzahl Freiheitsgrade. Da beides Konstanten sind, sehen wir, dass
also eine additive Konstante in S ensteht (S o InI'). Dies ist irrelevant in der klassischen
Thermodynamik, denn dort haben wir jeweils den Unterschied der Entropie (AS) betrachtet.
Genauer wiirde fir die Zellengrosse # 0 iiber die Anzahl Zellen summiert um I' zu finden. Aber
wenn die Zellengrosse gegen 0 geht, gilt dass die Summe zum Integral wird.

6.3.2 Klassischer Grenzfall der Quantenstatistik

Wir behaupten

Theorem 6.3 Zellengrosse = (hplamk)f ist die richtige additivie Konstante, sodass der
Dritte Hauptsatz erfillt ist (also S — 0 fir T — 0).

Wir korrigieren die Gleichung 6.16 (behandelt UNunterscheidbare Teilchen) mit der Zellengro-
sse.

Dorr = fur N ununterscheidbare Teilchen (6.30)

Z
hIN!
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Entsprechend fiir I'

Tyorr = fir N ununterscheidbare Teilchen (6.31)

r
hiN!

Den vollsténdigen Beweis werden wir in der Quantenstatistik sehen.

7 Grosskanonisches Ensemble

Nun interessieren wir uns noch fiir den Fall, dass N nicht fest ist. Durch die verschiedenen Teil-
chensorten erhalten wir ein chemisches Potential. Wir definieren das grosskanonische Potential.
Wir nutzten dazu die Gibbs Duhem Relation und die Gleichung 6.30 und erhalten

Definition 7.1 Grosskanonisches Potential

Q=F - pNi=—p(T, 1)V =T, 1, V) (7.1)

Wir vergleichen das mit den Schritten, wie wir gemacht haben, um vom Mikrokanonischen zum
kanonischen Ensemble zu kommen. Im Gesamtsystem (T, Viot, Nyot) = fest betrachten wir das
kanonisches Ensemble (siehe 3.1).

CESAMISUITEM

Das griine System ist nur gedanklich abgetrennt und nicht mit Wénden. Wir betrachten das
System mit (7, V') fest aber N # fest.

Seinot>>V—>Vtot—V:V2

und Ntot >N — Ntot — N = N2

Wobei wir mit Vi, das im Bild grau eingezeichnete Gesamtsystem meinen. Wir erhalten

Htot = HN(p, Q) + HNQ (p27 q2) + HVVechselwirkung (72)

Wir bemerken, dass wir die Hwechselwirkung in der Energiebilanz vernachléssigen konnen (es ist
jedoch wichtig und vorhanden um das Gleichgewicht herzustellen). Im kanonischen Ensemble
gilt die kanonische Wahrscheinlichkeitsdichte 3.26

e—BHiot
Ztot

Wiederum sind wir nicht an Mikrozustédnden im Gesamtvolumen V5 interessiert. Also summieren
wir iber die Mikrozustande im V5

p= (7.3)

—BHN(p,q) "
p(qu,N):/e_B N2odp-...-dg (7.4)
N—— Ziot ——
System Variabeln in Vo, No
=Z2(B,V2,N2)
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Wir betrachten die Taylorentwicklung

log ZQ(ﬁa Va, Nz) — log Ztot(/Ba Niot, Vtot)

Odlog Z Olog Z
r:z—< o8 )‘ N—< o8 ) 1% (7.5)
ON N=Niot,3,Viot v V=Viot,B,Ntot
mit der Gleichung 6.8 erhalten wir mit den Zusammenhéngen aus 5.19
dlog Z OF
—_pB = = 7.6
o= (5). = (7.6)
Eingesetzt in die Taylorentwicklung kommen wir auf
7
log Zo(8, Va, N2) — log Ziot (8, Ntot; Viet) = BuN — pBV = B[uN — pV] = log Zt2t (7.7)
Daraus erhalten wir 7
72 ~ B N=—pV) (7.8)
Und schlussendlich
e BHN(pi,qi)—puN]  o=B(HN(pi,qi)—pN)

Den Nenner erhalten wir aus der Normierung. Alle Gréssen von Q hédngen nicht von p;, ¢; ab,
das heisst der Druck p (makroskopische Grosse) héngt somit auch nicht von p;, ¢; ab
Wir koénnen nun das p folgend normieren

Z/dq-...-dppzl (7.10)
N=0

Wir miissen aufpassen! Die Summe kommt daher, da das p auch vom N abhéngt. Es kénnen 0
bis oo viele Teilchen vorhanden sein! Deshalb summieren wir noch vorher. Das p aus Gleichung
7.9

1 Oo/ lHn—nN] _ L N —BH
1=— dg- ... dpe PlHN=HN] — — ePr dq- ... dpe PHN
P o2
Zn(B.Y) (7.11)

1 oo
= g Z ePuN 7
N=0

Den letzten Schritt haben wir auch schon beim kanonischen Zustandsensemble gemacht. Nach
Umformen der Gleichung 7.11 erhalten wir zusammen mit der folgenden Definition

Definition 7.2 Fugazitit 3 = e

Q=Y Ny, V)=> "2y (7.12)
N=0 N=0

Und wir sehen die grosskanonische Zustandssumme (= eine Art Laplace Transformierte der
kanonischen Zustandssumme (Variable N))

Q=QG(n),sV) (7.13)

95



und das p, das wir suchen ist somit

N ,—BHN
3ve
pP=—= (7.14)
> 3VZN(T,V)
N=0
Wobei wir oben die Fugazitét 3 haben und unten Q.
Jetzt verbinden wir Q = €5V mit Q aus der Gleichung 7.1
pV
logQ = (—=ppV) = -7 = pQ (7.15)
kT
Wir sehen, dass der Logarithmus der grosskanonischen Zustandssumme 2 ist.
Wir vergleichen das mit der kanonischen Zustandssumme
log Z = —pF (7.16)
Hier hatten wir die freie Energie!
Wenn wir sagen wir nehmen N = (N), dann behaupten wir:
Theorem 7.3 9
NzagalogQ(z,KT) (7.17)
Wir beweisen die Behauptung mit
9 1 N-1 1 & N
35-logQ=3=) N3N 'Zy ==Y NVZy = (N) (7.18)
% Q Q=

Fiir makroskopische Systeme liegen die Unterschiede zwischen den Gesamtheiten unterhalb den
Messgenauigkeiten, sodass es gleichgiiltig ist, welche Gesamtheit fiir die Beschreibung des Sy-
stems benutzt wird. Dies ist nicht der Fall fiir mikroskopische Systeme.

Wie zuvor bei den andern Zustandssummen wollen wir das Gibbs’sche Paradoxon umgehen. Die
korrigierte Grosskanonische Zustandssumme fiir ununterscheidbare Teilchen lauten dann

oo

Qkorr = Z 3NZN (719)

N!
N=0
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8 Anwendung: Paramagnetismus

Mit der statistischen Mechanik kann man auch Systeme beschreiben, die schwerer zugénglich
sind als das ideale Gas. Beispielsweise betrachten wir das Modell einer paramagnetischen Sub-
stanz. Die Mikrodynamik ist mittels ortsfesten Dipolen modelliert.

o N ortsfeste (d.h. unterscheidbare) frei drehbare magnetische Dipolmomente (sind an Teil-
chen assoziiert) ji im dusseren Magnetfeld H (wir wéhlen H || €3)

e Wir haben keine Wechselwirkung zwischen den Dipolen. Deshalb kénnen sich die Dipole
beliebig am Magnetfeld ausrichten.

e Der Beitrag eines Dipols zur potentiellen Energie
=i A (8.1)
Achtung: Hier ist ji ein Dipolmoment und nicht ein chemisches Potential

e Das totale magnetische Moment ist

(1) = (3 ) (8.2)

Wir berechnen die kanonische Zustandssumme fiir die folgende Energie (Achtung: H ist das
Magnetfeld und nicht der Hamiltonian. Also wird e #H zu e=7F)

N N
E=-> jij-H=pHY cosb; (8.3)
=1 =1

Da nicht alle gleich ausgerichtet sind, miissen wir das iiber die verschieden ¢; machen mit
dQ* = dcos6; do; ergibt sich fiir den Exponenten

wH N
= cosb;
N) BT 2, %0

Zn(H,T) = /dsz(l)dsz(?) oo dQ
(8.4)

oy d@ez’;ws@]N ~ (2,7

Im Zweiten Schritt sagen wir, dass alle N’s gleich sind. Wir bemerken, dass wir keinen Faktor
1/N1 angefiigt haben, da Dipole unterscheidbar sind. Wir schreiben fiir den Z; Term mittels
oben erwéhnter Variablentransformation

I ! 2mkT 4rkT H
Zl(H,T):/O dqs/l(dcose)e‘é’%cos@: ZT (e% —e*%) - ZH sinh(’ZT> (8.5)

Das mittlere magnetische Moment eines Dipols kann dank unserem Z; in Kugelkoordinaten wie
folgt ausgedriickt werden

1 sin  cos 0 o
(i) = /u cosfsinf | e+ % sin 6df do (8.6)
4 (H’ T) cos 0 —(d cos )
Da ¢ € [0,27] erhélt man sofort (u,) = (uy) = 0 und
(uz) = m /cos@eligflcose(dcos 0)d¢ (8.7)
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Durch ableiten nach H erhélt man einen cos 8. Somit kénnen wir schreiben
0
(=) = kT(?iH Inz,(H,T) (8.8)

Entsprechend kann man die mittlere totale makroskopische Magnetisierung berechnen

0 0
Somit bekommt man fiir die freie Energie F' (extensiv in N) zusammen mit F' = —kT' In Z(T,V, N)
AmkT H H T
F(H,T) = —NkTn < ZZ sinh ‘;T> und (M) = Nu <coth ‘;7 - ;]jH> (8.10)

=L(x)=coth(z)— i

L(z) wird auch die Langevin Funktion genannt.
coth(z) fiir z — 0 hat eine Singularitéit in 1
Jedoch mit —2 ist L(z) reguldr im Limes 2 — 0 wie man an der Taylorentwicklung erkennen

kann

T 333

-———4... 8.11
3 45 + (8:.11)
Wir diskutieren die Gleichung fiir M und sagen
e 1z klein, haben wir hohe Temperaturen oder ein kleines Magnetfeld
e 1z gross, haben wir kleine Temperaturen oder ein grosses Magnetfeld

Bei tiefen Temperaturen sind alle magnetischen Dipole ausgerichtet. Das sieht im Plot folgen-
dermassen aus

L)
N
x= e , LIX\—™4

A== m—mmmmm

Falls x <« 1, dann ist das Magnetfeld im wesentlichen

Nu?
M,y=—+H 8.12
o) = 2k (312)
Da eine Richtung beliebig ist, kdnnen wir sagen
= N MQ _,

M)=——H 8.13
(i) = 2 (813)

In diesem Fall ist die magnetische Suszeptibilitiat gegeben durch

2

X = m 2 Nt C (8.14)

H>0 OH  3kT T
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Wobei C' eine Konstante ist.

Aus der freien Energie ldsst sich die Entropie berechnen

OF AnkT . . pH NuH _ (uH
HT N)=—|— = Nkl h— ) - —L|— 1
S(H,T,N) <8T>HN k:n< T sin kT) T (kT (8.15)
Wobei L die Langevin Funktion aus Gleichung 8.10 ist.
Die innere Energie ergibt sich durch die Legendre Transformation
uH
U=F+TS=—(My)H=—-NpHL T (8.16)
Die Warmekapazitiat bei konstantem Magnetfeld ergibt sich aus
ou 0 ox z?
== = —(—NpL(x))=—=H = NEk(1 — 8.17
cn <3T> HN 83:( uli@)) or ( sinh? ac) (8.17)

Wobei wir x = % geschrieben haben. Fiir hohe Temperaturen (also kleine z) verschwindet die
Wérmekapazitiat und ey (T — oo) — 0. Das gleiche auch fiir kleine Magnetfelder.
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