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1 Funktionentheorie

1.1 Komplexe Zahlen

C={z=z+iylz,y €R}
i ist eine imaginire Einheit so dass i* = —1

Komplexe Zahlen werden addiert und multipliziert als wéren sie reelle Polynome mit der
Variablen i:

(=1
r+iy=utivesSr=u Y="20
(x+iy) + (u+ ) = (x+u) +i(y +v)
(x +1y) - (u+iv) = (zu — yv) + i(zv + yu)

Folglich ist C ein Kérper, mit R C C. Betrachtet man den R-Vektorraum, so gilt C = R2.

T

Y
ist ein Isomorphismus; insbesondere gilt

51+52—>21+22,
A2 A (A ER).

v:R* = C, :Z:<)—>z:x+iy

Die Menge C ist die Gauss’sche Zahlenebene.

Es sei 2z = x + 1y, dann ist:



KAPITEL 1. FUNKTIONENTHEORIE

R(z) :=x Realteil von z } cR
J(z) :=y Imaginirteil von z

z:=x —1y komplex Konjugierte von z.

z—=Z:(x,y) = (xr,—y) ist eine Spiegelung an der reellen Achse

2Z = (z +iy)(z —iy) = 2% + y* > 0 Vz und nur fiir z = 0 gilt Gleichheit.
2] := v/2Z ist der absolute Betrag von z

la — b| ist der Abstand der Punkte a und b in der Gausschern Ebene
la+b| < la| +|b| Dreiecksungleichung

lab|* = ab ab = a@ bb = |a|*|b]* = |ab| = |al|b|

Die Menge C := C U {oo} ist die abgeschlossene komplexe Ebene und wird die
Riemann’sche Zahlenkugel genannt. “co” bedeutet hier “punkt-unendlich”. Wir be-
trachten nun folgende Abbildungen

z—z+a (ae€Cfest),

z — az (a € C* fest wobei C* = C\{0}),

1
zZ— —.
z

Diese Abbildungen sind bijektive und bistetige Abbildungen C — C.
1.1.1 Polardarstellung

T =TCosp

_ }:z:r(cosgp—i—isincp)
y=rsing

Umgerechnet gilt:

x
r=|z|, ¢ =arctan— (z > 0)
Y
Nun ist ¢ durch z bis auf Vielfache von 27 bestimmt; genauer existiert eine Funktion

. R
arg: C %%, z — arg z,

so dass Vz € C* gilt:

z=r(cosp+ising) A r>0 <r=|z| A ¢ arg(z).




1.1. KOMPLEXE ZAHLEN

z=T+1y

Beispiel 1.1.1.
arg(1) = {2kn|k € Z}
arg(1 + 1) = {% + 2%k € Z}

21 =11 (cos 1 + isin )

. = Additionstheoreme
29 = T9 (COS Qo + i 8in )

e Da gilt dass €% = cos p + isin, ist

21+ Zg = 1172 - (cos(ip1 + o) + isin(pr + p2))
= arg(z; - 20) = arg(z1) + arg(z2) (Summe von Klassen)
z =1 (cosp+isiny)
= 2" =r"(cos(u - @) +isin(u - p))
o Weiter ist €™ = cos(nyp) + isin(ny) = (cos p + isinp)".
Gegeben: a € C*. Gesucht: z € C* mit 2" = a.
Sei nun
a = |a| (cosa + isina),

so erhalten wir n verschiedene Wurzeln

2z = V/|al (cos <M) + i sin (M)) (0<k<n-1).
n

n

Die Wurzeln liegen auf einem requldren n-Eck, ein Spezialfall ist a = 1.
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1.1.2 n-te Einheitswurtzeln

2k 21k
2 = (cos(L>+isin(L)> 0<k<n-1)
n n
= z.=w mit w:=|(cos|— | +2smn|—
n n

1.2 Begriff der analytischen Funktionen
Es sei A C C und 2 ein Haufungspunkt von A:

fiA—=C
lim f(2) = a (# o) :
& zu jedem € > 036 > 0 mit |f(2) — a| < € so bald z € Us(
< |f(z)—al =0 (z— 2)
& Rf(z) > Ra A Jf(z) > Ja

o f(2) = a,9(z) =>b(z—2) = f(2)+9(2) > a+busw

o Us(z) :={z€C||z— 2| <d}

Ist nun zy € A: f stetig im Punkt 2z, < lim f(2) = f(20)
Z—r20

= Regeln iiber das Rechnen mit stetigen Funktionen sind wie im Reellen.

Definition 1.2.1. G C C ist ein Gebiet wenn
1. G offen [d.hVz € G Tu.(z) C G|
2. G zusammenhdngend

Definition 1.2.2.
i 10V = F0)

= /Z
B — /(%)

(= iy Kt )= )

h—0 ’

wobei f (komplex) differenzierbar ist im Punkt zo. Es sei f'(z9) (komplex) die Ableitung
von f im Punkt zg.

Bemerkung 1.2.1. f differenzierbar in zo = f ist stetig in 2.

f(2) = f(z0) + f'(20)(2 = 20) +7(2)(z = )

mit lim r(z) = 0.
Z—20




1.2. BEGRIFF DER ANALYTISCHEN FUNKTIONEN

Definition 1.2.3. f : G — C heisst analytische (holomorphe) Funktion, falls f
in jedem Punkt zo € G differenzierbar ist. Weiter muss gelten

f: G — Cist analytisch = f': G — C st eine stetige Funktion

Beispiel 1.2.1.

f(z) =2°
flz+h) = f(z) _(z+h)° =2
h n h
:3,22/1 +32h% 4+ h3 10

8322 V2

h
Daraus folgt, dass f eine analytische Funktion auf ganz C ist und f'(z) = 32°.

Es gelten folgende Regeln wie im Reellen:

(f+9) =f"+d"
Af) =Xf" (X € C fest);
(f-9)=fg+4df

0+
)

Die Kettenregel gilt bei Zusammensetzung von analytischen Funktionen, diese Zusam-
mensetzung muss wiederum eine analytische Funktion bilden. Es gilt

(g0 f)(2) =g (f(2)f'(2).

Beispiel 1.2.2.

d

@(0) =0,
d
%(02) =¢,
d

E(Zk) =kzFt (k€ Z)
d 1 —2 )
E<1+z2> :(1+;)2 (2 # +1)

Bemerkung 1.2.2. f: 2z — H% st die Fortsetzung ins Komplexe der Funktion r —
Tz mit (x €R).
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Man kann f : G C C — C auch als Abbildung betrachten mit

f:GCR2—>R2:
fiz=o+1wysw=u+1iv

o) o= )

(u=u(z,y); v(z,y)).

Was ist der Zusammenhang zwischen f’ und den partiellen Ableitungen von v und v?

dz =dx + idy

oder Af = f(z0+dz) — f(20) = f'(20)dz + O(dz) (dz — 0)

In erster Naherung ist A f also komplex proportional zum Zuwachs dz.
dz — dw =f"(29)dz

d.h. dw =du + idv = (a +if)(dz + idy)
=(adzx — Bdy) + i(Bdzx + ady)

oder in vektorieller Schreibweise:

du\ (o —pB\ (dx

dv) \B « dy
Die vektorielle Form von ist

Au) (o =B\ (dx .
<M)_(ﬁ a)(dy)m@ (2 = 0)
- (ux uy) _ (a _ﬁ) _ (Rf/(Z(]) _Jf/(z()))
(% Uy B « Jf/(Z(]) Rf/<ZO)

Bemerkung 1.2.3.

du = —dx + —dy = uydx + u,dy, etc.

(1.2.1)




1.2. BEGRIFF DER ANALYTISCHEN FUNKTIONEN

Satz 1.2.1. Real- und Imagindrteil einer analytischen Funktion geniigen der Cauchy-
Riemann’schen DGL

ou Ov

dr  dy’

ou  0Ov

5=
(Uy = vy; Uy = —Uy).

Betrachte nun die Jaccobi-Determinante der Funktion f

Jr(2) =If ()
wobel f'(z) =uy, — iu, = vy + iv,

(=a+if; a=u, =vy, f=—u, =1v,).

Aus f(z) = u + iv findet man

% =u, +iv, = a+ i = f'(z),
g_g =u, +iv, = —f +ia=i(la+iB) =i- f'(2),
10
= f'(2) :ga—g

Folglich muss nun die Cauchy-Riemann’sche DGL in komplexer Form gelten:
af 190f
or 10y

Wenn v und v in G zweimal stetig differenzierbar sind, d.h.

Upy = VUyz;  Uyz = — Uz,

Ugy = Vyy;  Uyy = —Vzy = —Uya,
findet man
Ugg + Uyy =0,  Vgy + vy, = 0,
= Au =0, Av=0,

Die Losungen von Au = 0 sind harmonische Funktionen, d.h Real- und Imaginéarteil
einer holomorphen (analytischen) Funktion sind ebenfalls harmonische Funktionen.
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Beispiel 1.2.3.

f(2) = 2* = (z +iy)* =2* + diz®y — 62%y* — dizy® +9*

u(z,y) =z — 62°y* + y*
v(x,y) =4’y — day’

3 2
uy =4x° — 122y° = v,

Uy = — 122%y + 4y® = —v,

Beispiel 1.2.4.

f(z) =e* =% = " cosy +ie“siny
—— =

U, =e* cosy =
= { . v
u, =—e"siny = —v,
Beispiel 1.2.5.
f(z)=z=z—1y
Uy = 1 7# vy;
= af 10f
d i ====1 -=—=-1
(oder f ox 1 0y )

= Funktion nicht komplez differenzierbar

Beispiel 1.2.6.
f)=z2z=2"+¢

1 1
— :—2
Z-fy ; Y

Die Gleichungen stimmen nur fir x =y = 0 tberein. f(z) ist demzufolge nur im Punkt
0 komplex differenzierbar und somit nicht holomorph (analytisch).




1.2. BEGRIFF DER ANALYTISCHEN FUNKTIONEN

Satz 1.2.2. Voraussetzung:

u,v € CH(G)(d.h stetig partiell differenzierbar)

Wy = Wy Wy = =, N2 E &
Behauptung 1.2.1.

f ==u+iv ist eine analytische Funktion

z =T+ 1y
Ohne Beweis
z =x + 1y, dz =dx + idy dz =dx — idy
1, 1 _
dx —é(dz + dz) dy —2—i(dz —dz)

f(z) = f(z,y), f ist reell differenzierbar an der Stelle z.

= f(z+dz) — f(z) = dy + O(dx® + dy?)

Andererseits ist

i [+ ()

dz—0 dz

= f'(z) = A existiert
= f(z+dz) — f(2) = Adz + O(d2?)
flz+dz) — f(z) = a%(dz +dz) + b%(dz —dz) + O(dz?)

?

1 1
= 5(a —ib) dz + 5(@ +ib)dz +O(dz?)
of af
9z 9z
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Definition 1.2.4.

of _1.0f of

0z 2(8:5 Z@y)

of 1 [af of
@7(%“6@)

Durch Vergleich findet man, dass % = 0. Aber es gilt auch

of of 10f :
L _gle _=c i DGL!
57 0 9 19y (Cauchy-Riemann DGL!)

Satz 1.2.3. Eine Funktion f ist genau dann komplex differenzierbar, wenn sie reell
differenzierbar ist und die Cauchy-Riemann DGL erfillt ist (d.h % =0)

1.3 Konforme Abbildungen

f ist holomorph (analytisch) in G, a € G, f'(a) #0
it —= ¢ 21(0) =a

Y21t — < 2(0) =a

In der w-Ebene (w = f(2)):

10



1.3. KONFORME ABBILDUNGEN

Iy = f(m)

> wi(0)

f'(a)#1(0) ist eine Drehstreckung von Z;(0) mit komplexer Zahl f'(a) = a = |ale’* (d.h
Streckung um |a| und Drehung um ¢,). Das Analoge gilt fiir f'(a)22(0).

731(0) — wl(o) . ) ) ;. .
. Gleiche Drehstreckung = die Winkel o und o' sind gleich
25(0) — wo(0)

f(z +dz) = f(a) = f'(a)dz w= f(z)
dw =~ f'(a)dz

Die Abbildung f ist im “Kleinen” eine Drehstreckung, d.h. ¢ = ¢': konform (winkeltreu
und orientierungstreu). Betrachte

f=u+iv, z— f(z2), z=x+1y
(. y) = (u(z,y),v(z,y))

Funktionaldeterminante

o(u,v)|  |uy v,
= 0
‘8(x7y> Uy Uy 7
U(z)

11



KAPITEL 1. FUNKTIONENTHEORIE

Die Abbildung f |, : U — V ist bijektiv falls die Funktionaldeterminante ungleich Null
ist. Somit existiert f~': V' — U falls f analytisch (holomorph).

Ug Vg

= =uz + vy = |ug +iv[? = [f(2)P £0

—Ug Uy

Satz 1.3.1. FEine holomorphe Funktion liefert in allen Punkten wo ihre Ableitung nicht
verschwindet, d.h. f'(z) # 0, eine lokal umkehrbare und konforme Abbildung. Die lokale
Umkehrung ist wieder holomorph. (f~' = g)

w=f(2), z=fHw)=9gW), gw+dw)=2+dz

gw+dw) —glw) dz _ dz _ 1 _)i
dw S dw fztdz) - fz)  Ieti@ T

(da f'(z) # 0 nach Voraussetzung)

Beispiel 1.3.1.

f(z)=2>= f(2) =22

(falls z # 0, f'(z) # 0)

man wihle u:={z| Re(z) > 0}

Vi f(U) ={w|w # —[ul}

= f(2) =w [d.h nicht negativ auf reelle Achse]
[z =|z|(cos ¢+ isinp) — w = |z|*(cos 2¢ + i sin 2¢)

f'iw=w|(cosp +ising) — z = |w|(cos§+isin§)
Y=o Lo L 11
frw) = vw dw\/__2\/c_u_2z_f’(z)




1.4. POLYNOME UND RATIONALE FUNKTIONEN

1.4 Polynome und rationale Funktionen

Definition 1.4.1.
p(2) = a2 +an_12" '+ ... tarz+ay ar€C
ist ein Polynom vom Grad < n
deg(p) := maz{k| ar, # 0}
ist der Grad des Polynoms p. p ist auf ganz C analytisch denn

P(2) =n6,2" 1+ (n— Dan_12" 2+ ... + 242 + a3
Zerlegung: p(z) = an(z —a)(z —a1)(z —ag) - ...  (z —a,) «a, €C

p(2) kann immer so zerlegt werden.

Definition 1.4.2. « ist eine Nullstelle der Ordnung r

= p(2) = (= - o) g(2)

Polynom mit q(a)7#0

Satz 1.4.1. Liegen alle Nullstellen von p in einer Halbebene H, so liegen auch alle
Nullstellen von p’ in H. (2.B obere Halbebene definiert durch Im(z)> 0)

Definition 1.4.3. Betrachte die Funktion R(z) = 523, p und g seien Polynome ohne
gemeinsame Nullstellen: R ist eine rationale Funktion.
R(z) sei analytisch in C\ {z|q(z) = 0}. R(z) ldsst sich in eindeutiger Weise in Par-

tialbriiche zerlegen:

R =3t (=) + 002

Jj=1

b ist ein Polynom, o; (1 < j <m) sind die verschiedenen Nullstellen von q.

Hj(#) 3:L+...+L

z— oy (2 —ay) (2 — o)

ist der zu o gehérige Hauptteil von R.

13



KAPITEL 1. FUNKTIONENTHEORIE

s o eine Nullstelle
Definition 1.4.4. R besitzt im Punkt o € C , der Ordnung k > 1
einen Pol
(z — )" Ra(2)
R(z) = 1 §
Z;—:Tasz'lgl(Z), }%(OO cacC (d]l?é(n

a € C Pol der Ordnung > 1 = lim R(z) = oo = R(a) := o0

Z—rQ
Z —> 00!
n n—1
R(Z) _ banzm aF an,lzmil—i— . a,. by <0
2 AF Op—172 + ...
0 (n < m)
anp—1
= nom (G0t 27+ ) (2g0) | In o oy (n=m)
B =B o) bm
00 (n > m)

Definition 1.4.5.

n<m . , eine Nullstelle
. R besitzt bei 0o § der Ordnung |n — m|
n>m etnen Pol

= PEine rationale Funktion R kann als Abbildung C — C aufgefasst werden.

1.5 Potenzreihen von Exponentialfunktionen

Bezeichnungen:

{z€Cllz— 20| >r} =t D(2)
D,(0) =: D,
D, =: D (Einheitskreisscheibe ohne Rand)
D :={z||z| <1} analog zu D,
Randmenge von D; analog zu 0D,
oD = {Zyklus t — cost+isint (0<t<2m)

Definition 1.5.1.

o0

Zak(z —2)¥, a, €C: Potenzreihen mit Mittelpunkt z,
k=0

14



1.5. POTENZREIHEN VON EXPONENTIALFUNKTIONEN

Beispiel 1.5.1.

e}

1
k
g—oz + 2+ T (|2 )

=D s 2% stellt eine in D analytische Funktionen f dar; dabei ist allerdings f diber D
hinaus auf ganz C\ {1} analytisch fortsetzbar.

Wie im reellen beweist man: zu jeder Potenzreihe Y °  apz" =: ) gibt es eine wohl
bestimmte Zahl p, 0 < p < oo, derart dass

1. Y fiir |z| > p divergiert

2. Y fiir |2 < p absolut konvergent (d.h. wenn die zugehérige Reihe Y~ |az2"| der
absoluten Betrige konvergiert.

3. Y auf jedem D,., r < p, gleichmissig konvergiert.

p ist der Konvergenzradius von X und lasst sich iiber die Formel von Hadamard wie
folgt bestimmen

1
p=— :
Jim sup({/]ax|)

wobei “sup” die Haufungspunkte der Folge {/|ay| sind.
Oder wenn folgender Limes existiert:

Qg

p = lim

Gliedweise differenzierbare Reihe:

o0
o= E kagz"1
k=1

[e.9]

= Y konvergiert gleichmissig auf jedem D,, r < p
= Y/ stellt in D, die (komplexe) Ableitung der Funktion f :=)_ dar.

Satz 1.5.1. Jede Potenzreihe X stellt im Inneren des Konvergenzkreises eine analytische
Funktion f dar.

15



KAPITEL 1. FUNKTIONENTHEORIE

Satz 1.5.2. ¥ ldsst sich in D, beliebig oft gliedweise differenzieren (= f € C*) insbe-
sondere ist

f'(z) = i kapzF~!
k=1

Satz 1.5.3. X ist die Taylor-Reihe von f, d.h es ist

Vk e N

Korollar 1.5.1. (Prinzip des Koeffizientenvergleiches)

Zakzkzo inD, & Va,=0
k=0
f(2)=0=Vf®(2)=0 = Var=0
SatA15.3]

Exponentialfunktion:

Definition 1.5.2.

k

exp (2) := Z %

k=0

k+1)!
:( _]; ) =k+1 — oo (k— 00) = p= o0,

Qg

QR+1

folglich ist exp analytisch in C.

0 k—1
!Zk_l B ; (kz— 1)! =expz = DGL exp’ = exp

| 7

-

exp/(z) =)

Satz 1.5.4.
exp(a + b) = exp(a) exp(b) Va,b e C
Funktionalgleichung der Exponentialfunktion (ohne Beweis)

Es gilt also exp(1) =: e, folglich definiert man e* := exp(z) (z € C da alle a;, € R und
ar >0 (37 arnz®, dhap = 55)

16



1.5. POTENZREIHEN VON EXPONENTIALFUNKTIONEN

=e* =¢e% Vz e C,
e’ >0 Vxr eR.

2 S — L
teR:>}e”| = elleit = elle™® =¥ = 1

=le"| =1 VteR

] = [ =[] = e o] = e
eiz+€—iz 22 24

coszg =——— =1 — — 4+ — — ...
2 21 4!
) eiz _ efiz 2,3 N 25

sing i =——=2— — 4+ — — ...
21 31 5!

=cosz+isinz =e”; cos’z+sinz=1

unter Verwendung von sin’ z = cos z und den Additionstheoremen.

Weitere Eigenschaften

et =1 ot =2k
et = e ot —+ =2k
] ke”Z
=1 2=27ki

/ .
ef =e &z — 2 =2kmi

exp besitzt die Fundamentalperiode 27i; cos und sin besitzen die Fundamentalperiode
2.

cosiz = —(e*+ e *) =coshz x €R
siniz = —(e* + e *) = isinhx
2
T . . 3777 . .
e =i " =—1; 2 =—i; =1

dh cis:R= 0D,t — " = cost +isint
Abbildung durch die Exponentialfunktion
z—=w=¢e"

z=x+1iy; || =w|=e" z=In|w|

arg(w) = arg(e®) =y

17



KAPITEL 1. FUNKTIONENTHEORIE

da e*+?mk = ¢* ergibt sich folgendes Bild
z-Ebene w-Ebene
Im. Achse
271
i
1Y
Re. Achse
—T

Die horizontalen Geraden werden auf den Strahlen auf den Null-Punkt (r — —o0)
(jedoch ohne den Null Punkt) abgebildet. Die imaginére Achse geht auf den Einheitskreis
iiber, wobei dieser alle 27 wieder durchlaufen wird. Parallelen zur i-Achse gehen in
konzentrische Kreise iiber. “Kartesisches Netz” = “Polarnetz”

Der Logarithmus (im Komplexen)

e =w z=Ilog(w): sind gleichbedeutend
le*| = |lw| = e* = = In|w]|

y = arg(w) = arg(e®)

log(w) = In|w| + iarg(w)

(z =z +1y)
1. log(w) ist nur bis auf ganzes Vielfaches von 27i definiert
2. logl =2mike Z
3. log(—e) =1+ (7 + 2mk)i

Definition 1.5.3. Fine Funktion f heisst in einem Gebiet ) ein (stetiger) Zweig des
Logarithmus wenn f in Q stetig ist und e/?) = 2.

Behauptung 1.5.1. Jeder Zweig des Logarithmus ist holomorph und die Ableitung ist
1

Beweis.

18



1.6. MOBIUSTRANSFORMATION

1.6 Mobiustransformation

komplexe (2 x 2) Matrix, ad — vy # 0

Definition 1.6.1. Mdobiustransformation, (gebrochene) lineare Transforma-
tion:

Abb. S:C—C z—>a2+6
vz + 6
« —0
z:oo—>;, z:7—>oo; oo — o0 falls v =10

M ist die Menge aller Mdébiustransformationen.

Bemerkung 1.6.1. Die Matriz [‘;‘ ?] =: [S] ist durch S nur bis auf einen Faktor A\ € C*

bestimmt. Falls notwendig kann angenommen werden, dass ad — By =1 ist.
Satz 1.6.1. Voraussetzung: S € M
Behauptung 1.6.1. S ldsst sich zusammensetzen aus

1. Translation z — z+ v, v € C

2. Drehstreckung z — pz, u € C*

3. Inversion z — %

Behauptung 1.6.2. S ist eine bijektive, bistetige, konforme und kreistreue Abb. von C
auf sich selbst.

Behauptung 1.6.3.

0z —

=— e (= S~ e M).

(ohne Beweis)

Satz 1.6.2. Gegeben seien drei verschiedene Punkte 2y, 2, 25 € C.

Behauptung 1.6.4. Es existiert genau ein T € M mit T(z,) = 00, T(z2) =0, T'(z3) =
1.

Bewezs. 1. Existenz

19



KAPITEL 1. FUNKTIONENTHEORIE

® 21,29,23 € C
Der folgende Ansatz geniigt:

z—29
Z — 29 —
T(z) =\ =T =1
® 2 =00 T(z):= 222 (T(z) = 00)

2. Eindeutigkeit
Seien T, T, zwei solche Transformationen, so gilt S := T5 oTl_1 und S : (00,0,1) —
(00,0,1), S€ M = S(2) =z, das heisst S =1 =T, = 1.

]

Beispiel 1.6.1. Gesucht ist s € M mit S : (—i,1,7) — (—1,0,1)
Die Losung kann dann durch folgenden Ansatz gefunden werden: S(z) = ’f/z—i?.
Die Koeffizienten werden durch das Finsetzen von Punkten berechnet:

. al(—i)+ 3
S(—i)=-1= —"F——
(=4 Y=+ o
und so weiter. Dies ergibt dann
z—1
S(z)=—1 .
(2) = —i——

S bildet somit D (den FEinheitskreis ohne Rand) auf die obere Halbebene ab (0D auf R
und —1 auf co)

Die Mobiustransformationen werden nach der Anzahl der Fixpunkte klassifiziert

20



1.6. MOBIUSTRANSFORMATION

Behauptung 1.6.5.
Voraussetzung: S € M, S # 1

S besitzt entweder einen oder zwei Fixpunkte und v # 0 = oo ist kein Fizpunkt.

s 1
z € C ist Fizpunkt < C;’;r? =z

o, (@=)+(@=0+48y _(a-0)*+VA
2y 27

daraus ergibt sich

= 0 = ein Fizpunkt a € C,

A=(a—0)>+4
(o= 0)" + 4By { %+ 0 = zwei Fizpunkte a,b € C.
Falls v = 0 ergibt sich

= 0= ewn Fixpunkt: oo,
# 0 = zwei Fizpunkte: a € C und oo.

(Dieser Fall wird nicht weiter diskutiert.)

Anstelle von z fithren wir die neue Koordinatenvariable w ein. Dabei sollten die Fix-
punkte a (und b) die neuen Koordinaten
infty (und 0) erhalten. Somit setzen wir

z—0b

(ein Fixpunkt) bzw. w 1=
z—a z—a

W=

(zwei Fixpunkte)

= S ist auch beziiglich der neuen Koordinate eine Mébiustransformation.

Ein Fixpunkt

(parabolischer Fall)
w = oo ist Fixpunkt und hat somit die Gestalt

S:o—-po+rv=pu=1
(sonst gébe es einen weiteren Fixpunkt). Es folgt also dass
Stw—>w+v

(v # 0, sonst wére S = 1). Setze @ :==vw, dann S :vw »vw+v,dh. S:w—w+1
(Normalform eines parabolischen S).
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KAPITEL 1. FUNKTIONENTHEORIE

Zwei Fixpunkte

w = 0 und w = oo sind Fixpunkte, woraus eine neue Gestalt von S folgt:

St w — Aw Normalform eines nicht parabolischen S (A # 00,0, 1).

Spezialfille:

A € R": S hyperbolisch (“Streckung”)
A\l =1: S elliptisch (“Drehung”)

Die qualitativen Eigenschaften von S sind vollstdndig bestimmt durch den Wert von A
Man kann zeigen dass gilt:

a+6d6—vVA

=2 va
a+d6+vVA

1.7 Kurvenintegrale

Bemerkung 1.7.1. Kurvenintegrale (oder Linienintegrale) sind das wichtigste Werk-
zeug der Funktionentheorie. Dazu bendtigt man eine “gute” Definition der “Linie” entlang
welchen integriert wird, sowie eine Beschreibung der zuldssigen Integrale.

Definition 1.7.1.

v [to,t1] = C t— 2(t); C': Bogen (Weg)
Z'(t) # OVt glatter Bogen
a(7y) == z(to) : Anfangspunkt von .
) :

b(7y) := z(t1) : Endpunkt von -y

Zwei Parametrisierungen z(t),£(t) sind dquivalent falls eine streng monoton wachsende
Funktion T existiert, so dass £(7(t)) = z(t) Vt.
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1.7. KURVENINTEGRALE

Definition 1.7.2.

[y F(2)dz = / (F(2)dz + if(2)dy) = /7 (u+ iv)(dz + idy)

— u(2) + iv(2))
/ 1z

Integral von w = f(z)dz ldngs ~

:/ 1 (u(t) 4+ w(t)) dt

to

[F(2(2))2(t) = u(t) + iv(t)]

Das Integral ist unabhdngig von der Parametrisierung der Kurve.

/ () ()t = / " F ) A () dr

70

— [ reeméear

70

Beispiel 1.7.1.

dz a=z(ty), b==z(t1) (f(z)=1)

o

t1 t1 t1
:>/ z(t)dtz/ a(t) dt+i/ i(t) dt
to to =~~~ to =~~~

du dv

= u(t) i; + w|§é =z(t1) —2(tp) =—a+b=b—a
Beispiel 1.7.2.
dz

P

z=re? Y =ire® 0<¢<2n

rew z

/2” iredg _ . dz
0

unabhingig von r (um den Nullpunkt).
Beispiel 1.7.3. Ganz allgemein gilt
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KAPITEL 1. FUNKTIONENTHEORIE

d
/ SE,
'W-Z_a/

(2(¢) = a+re’® 0< ¢ < 2m),
sowie firn # —1

(2(¢) —a)" |

[ = aras = [Tt - ot = O]

— 1 (,r,TH-l _ Tn—i—l)

=1 =0 wnabhdngig von .

2 () = rie™

Beispiel 1.7.4.

t1 t1
/\dz\ = / |2(t)|dt = / VU2 + 02dt = Linge von vy
o to

to

Eigenschaften

1. fv(f+g)dz:f7fdz+f,ygdz

\)

. Jye-fdz=c[ fdzfalls c eine Konstante

w

’ f,le,nydZ:f,hde—{—fwde

W

. f_7 fdz = —f7 fdz

ot

S gas| < 1) e

Folgerungen

1. Sei |f(2)| < M fiir 2 lings v, so gilt U‘Y f(z)dz’ < M [ |dz| = M mit der Lénge
5.

2. {fa} mit fo(2) = f(2) gleichmassig léngs 7, so gilt [ fu(2)dz — [ f(z)dz.
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1.7. KURVENINTEGRALE

Definition 1.7.3. Sei f stetig im Gebiet 2, F heisst Stammfunktion (oder Integral-
funktion) von f in Q, wenn F' = f in .

t1

sz = [ feansoi = [ ar)

ol to to

[AF(2(t)) = F'(2(t))3(8)dt = f(2)zdt]
=F(2(t1)) — F(z(to
=F(b) — F(a) [a=2(t), b=z(t1)]

Satz 1.7.1. Es sei f stetig in €, f hat in Q dann und nur dann eine Integralfunktion,
wenn f,y f(2)dz =0 fir jeden geschlossenen Weg in €.

Beweis. 1. f = F', ~ geschlossen

/f(z)dZ:F(b)—F(a):0 daa=1b

2. [, f(z)dz = 0 fiir alle v geschlossen. Definiere nun

Fe) = [ s (1.7.1)

Lf(z)dz%— /_71 f(2)dz :/ f(z)dz=0

v—7'
——

geschlossen

andererseits = /f(z)dz = —/ 1 fdz = /1 f(2)dz
v — g

folglich ist die Gleichung (1.7.1)) unabhéngig vom Weg a nach z. F' ist komplex
differenzierbar. Somit gilt
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KAPITEL 1. FUNKTIONENTHEORIE

FE)-F() 2

ZILD; 2 -z = /G)
Betrachte F(2') — F(z) = /Z f(&)de
z
unabhingige vom Weg
- F(z’), RLIC I (Z)‘ i |42 U6~ f (2))d€
z—z! =z 2=z Z—z

(da f(z) bez. £ eine konstante ist d.h. f;/ f(z)de = f(z) [7 Lde = f(2)(Z = 2))

Jo(f() - d&‘ ’ 6IZ—ZI

z—2z

= lim

z—z!

z—)z’ Z — Z’

und mit | f(§) — f(z)| < e (f ist stetig)( wenn |2' — £] < §) erhalten wir

< lim € — 0.
z—2z!

es gilt also F'(z) = f(2).
Beispiel 1.7.5.
/z”dz neZ—{-1}

(Der O Punkt sei nicht auf v; falls n < -1)

n+1 n+1
ly = b a

n+1 n+1

o Stammfunktion:

e Fulls v geschlossen: f7 2"dz = 0.
Beispiel 1.7.6. f(z) =1 (d.hn = —1). Die Stammfunktion ist log z = In |z| + iargz

IJ{

) 1

>
(

% =logz—logl =1Inz

— =logz ’re“"—A log re'™ — log re’”
Vv
Inr+ir—(Inr—im)=27¢
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1.7. KURVENINTEGRALE

N

Ao

Bei einmaligem Umlauf ergibt dies 2mi. Es folgt also dass f = % keine analytische
Stammfunktion in C (= C\ {0}) besitzt.

Betrachtet man aber ein Gebiet wie zum Beispiel ~C = {z|z # —|z|} (d.h. ohne negative
reelle Achse) dann existiert die Stammfunktion:

b
d—Z:logb—loga Va,b e~ C
z

a

1.7.1 Der Logarithmus in C

Im Reellen ist der Logarithmus eindeutig definiert als die Umkehrabbildung der Expo-
nentialfunktion:

o n

T

exrp :R — RT, exp(z) := Z —
n=0

In Rt =R, so dass exp(In(z)) = z gilt.

Wenn man die Exponentialfunktion ins Komplexe fortsetzt mit der Definition:

o0

exp :C — C, exp(z) 1= Z :

nl’
n=0

n

so verliert man die Induktivitét, da die Exponentialfunktion 27i-periodisch ist und des-
halb kein eindeutiger Logarithmus existiert.

Trotzdem kann man nach stetigen Funktionen f : Q — C, (2 C C, ein Gebiet) suchen,
die exp(f(z)) = z erfiillen; solche Funktionen nennt man Logarithmusfunktionen fiir das
Gebiet (2.

Wéhlt man Q = C~ := C\ {r € R|r < 0}, so kann ein z € C~ geschrieben werden als
z = |z]e? 99*) mit einer eindeutigen Phase arg(z) € (—, 7). Dann definiert

log : C~ — C,log(z) := In(|z|) + iarg(z)
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KAPITEL 1. FUNKTIONENTHEORIE

eine Logarithmusfunktion fiir 2, da e'98(:) = e(zheiarg(z) — |z|eiarg(z) — » oilt. Die
Menge der Logarithmusfunktionen auf C~ ist:

log,,(z) = log(z) + 2mik mit ke Z

Man nennt sie die Zweige des Logarithmus fiir C~ und log selber wird Hauptteil (Hauptzweig)
genannt.

Umlaufzahl eines Zyklus

~v ist ein Zyklus (geschlossener Weg) a ¢ .

Definition 1.7.4. N(v,a) := 5 %= Umlaufzahl von v um a

2mi ¥ z—a

Ny ist die Anzahl der positiven/negativen Uberkreuzungen der negativen reellen Achse
(bis a). Dann ist N(y,a) = Ny — N_,

da arg z(t) bei jeder positiven Uberkreuzung um —27 springt, bei jeder negativen Uber-

kreuzung um +2m.

Bemerkung 1.7.2. Falls vy a nicht “enthdlt”, dann ist N =0 (2.B 5~ [ 4 =0).

271 'y?

X
NI
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1.8. FUNDAMENTALE SATZE UBER HOLOMORPHE FUNKTIONEN

1.8 Fundamentale Satze iiber holomorphe Funktionen

Die Cauchy-Integralformel im Fall des Kreises

Voraussetzung: [ sei holomorph in 2: {]z—a|<r}cQ

Behauptung 1.8.1.

z liege 1m Inneren des Kreises mit Radius r.

Definition 1.8.1. 5%,2 =: k(z,£) Cauchy’scher Kern.
(Falls der Zyklus v den Punkt a mehrmals umkreist, genau N mal, so erhdlt man

N - f(2), statt nur f(z).)

Beweis.
v 0 —re (wir setzen a = 0, sonst Translation)
yp:0—>z+p(rei9—z) 0<0<2m
’Y:’Yp=139—>7’€i9 0<p<l1
v =~y dann: € = z + (re — 2)p (p =1 dann auf v = ;)

fOde 1 [* flz+p(re” —2)) .
c—: " omi ), (re — ) pre”idl

N 1
J(P)—%/%
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KAPITEL 1. FUNKTIONENTHEORIE

Betrachte:
dx 1 2w g1 0 _ ) 1 27 d
15(10) = f(Z+P(T€ Z))(?,,eze ) ,r,ezezde_ . f( ) W
dp 27i J, (ret? — z)2 27 J, p

(w=2z+ ,0(7“69 2); dw = preido — d_w = reidf)

11
L1 /f
" omi p 27?1 p

(=0, da die Integralfunktion vorhanden und der Weg geschlossen ist.)

A
= \le(p) =0 — J(p) = konstant fir 0<p<1
P
Betrachte:
2m ) 2m 6 id
lim J(p) = lim ~— S+ plre? - ))rewidg = f(z) / -l b
p—0 p—0 271 J, (rei? — 2) 2mi Jo  (re? — z)
f(z d
:# P f(2)
m ), p—z
————

=271

Fiir die Ableitung der obigen Formel gilt: f/(z) = 2+m 9 (gf_(i))Z dg.

Beweis.

fEHR —f) 1 [ f(E)
h _%l@—

_ < (§)d¢ f(é)%)}_i LS
i JJ\E—z—h ¢ ho 2mi ) (€—2)?

:27m {( —z—h fiz>1_(§—12)2}d§‘
hd
:2m/f §—z2—h §(5_2)2

27r
<2—mmaX|f( )[|A] % (r — |z + h))(r — |2])?

— 0firh — 0
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Behauptung 1.8.2. (ohne Beweis) Die Cauchy’sche Integralformel kann unter dem
Integral differenziert werden.

o [

S 2mi ), (€ — 2)2
ey 2 f©)
710 =5 | e

10 = [ L8 e

] (€ — 2)(n+D)

= Eine holomorphe Funktion ist beliebig oft komplex differenzierbar.

Potenzreihenentwicklung einer holomorphen Funktion

Voraussetzung Kreisscheibe k = {z ||z —a| < r} in Q f holomorph in €.

Satz 1.8.1. Sei f holomorph in einem (offenen) Gebieﬂ Q. Dann ist f in jedem Punkt
a € Q) in eine Potenzreihe entwickelbar:

. () (g
&= at—ar =1 U_L/ f(&)de

n! 2w ), (€ —a)ntD)

Die Potenzreithe konvergiert gegen f in jedem Kreis mit Zentrum a der in €2 enthalten
15t.

Bemerkung 1.8.1. Da €2 offen ist, gibt es solche Kreise, d.h. zu a € v und r > 0 mit
{z||]z —a| < r} C Q.

2Gebiet := offene zusammenhéngend Punktemenge

Satz von Liouville

Definition 1.8.2. Fine Funktion f, holomorph in C, heisst eine ganze Funktion

. . n . . .
Beispiel 1.8.1. ¢* =} > %5 sinz, cos z sind ganze Funktionen.

Voraussetzung [ sei beschriankt in C, d.h |f(2)] < M Vz € C.

Satz 1.8.2. FEine beschrdnkte ganze Funktion ist eine Konstante.
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Bewezs.
f(z) = chz" mit p = 00
n=0
_ M0 1 /f(f)df
Cn = L 9o n+1
n! 21 ), §
max | f(£)| = M, El=r
fey
L[ 1 M
< — dél < —— . opp = —
‘C | — 97 N |£n+1| ’ 5’ - 9 pntl r rn
aber r — oo, somit ist |¢,| =0 fir n =1,2,... = f(z) = ¢ konstant. O

Satz von Morera

Voraussetzung f sei stetig in einem Gebiet () und f7 f(2)dz = 0 fiir jeden geschlossenen
Weg v in Q

Behauptung 1.8.3. f ist holomorph in Q und {f,}°, ist eine konvergente Folge
holomorpher Funktionen

(Ohne Beweis)

Satz 1.8.3.

1. {fn}oo, ist in Q lokal gleichmdssig konvergent, d.h. zu jedem z € S0 gibt es eine
Kreisscheibe K(z) C Q, auf der {f,}52, gleichmdssig konvergent ist.

2. fn ist holomorph in €.

Behauptung 1.8.4.

e lim f,(z) = f(2) ist holomorph in 2

n—oo
) {fT(Lk)};’;O ist lokal gleichmdssig konvergent in Q, k =1,2,... und

lim f®(2) = f®(2) ist holomorph in
n—o0

(ohne Beweis)

Beispiel 1.8.2. Die Riemann’sche Zeta-Funktion

e s sei reell:

[es)
>
n=1
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1.9. DIE NULLSTELLE EINER HOLOMORPHEN FUNKTION

fiir s>1 konvergiert die Reihe wie folgt:

Zn’s = &(s).

o s kompler: s=o0+1i-t; n~° =e°""

s| —olnn —o

In~*| =e =n

Die Reihe ist absolut konvergent fir o > 1:
oo >1, |[n7%| <n7%,

fir Re(s) > oy.

Yoo n~7 st eine konvergente Majorante von Y >"  n~° fiir Re(s) > 0.

&(s) ist holomorph in

oo

Re(s) > 1;&'(s) = Z(—n_s Inn)

n=1

1.9 Die Nullstelle einer Holomorphen Funktion

Definition 1.9.1. a ist eine Nullstelle der Ordnung k, falls zum Beispiel
f(z) = (z — a)*g(2),

wobei g(a) # 0.

Beispiel 1.9.1. f(z) = sinz hat die Nullstellen {0, £7,+27} der Ordnung 1.

Satz 1.9.1. Voraussetzung: f sei holomorph in €.

Behauptung: Entweder f(z) = 0 in ganz Q oder die Nullstellen von f sind in Q isoliert.
Jede Nullstelle von f besitzt also in Q) eine Umgebung, in der sie die einzige Nullstelle
ist. (Ohne Beweis)

Das ldentitdtsprinzip

Voraussetzung: f, g sind holomorph in €2

f(zn) = g(zp) firz, €Q, z, = z € Q
Zn F Zm, M FEM

Es gilt: f = g (2 ist nicht eine isolierte Nullstelle von f(z9) — g(zo) = 0 also nach obigem
Satz ist f — g =0)
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Voraussetzung: f, g sind holomorph in €2, a € .

f™a)=g™(a) n=0,1,...

Behauptung 1.9.1. f =g
f—g9=0 hat Hiufungspunkte: 3" ca(z —a)" = f(2) — g(2) alle
@ g@ _

Ty =52 — 2

n! n!

Beispiel 1.9.2.

cos(= — x) = sin(x) z € [0, g] r€R

ANy

cos(= — z) = sin(z) 2eC

Beispiel 1.9.3.

Falls eine Funktion vom Reellen zum Komplexen fortsetzbar ist, in eine holomorphe
Funktion, so ist die Fortsetzung eindeutig, da zwei verschiedene Funktionen im Reellen
gleich wdren. Wegen dem Satz wire die Differenz gleich Null (identisch), folglich miissen
sie gleich sein.

Das Prinzip der analytischen Fortsetzung

f holomorph in ©Q | (f,€2) sei 2 C 4
fi holomorph in ;| (f1,) mit fi|o = f

Definition 1.9.2. f| ist eine analytische Fortsetzung von f von €2 nach .

Satz 1.9.2. Diese analytische Fortsetzung ist eindeutig bestimmit.

Beweis. Wir nehmen an, dass (f, Q) — (f2,Q1) = fo = fi, da fo — fi holomorph in Q,
also fo — f1 =0 in Q2. m
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Konvergenzkreis und Singularitdten

iy
Q e

Betrachte: (Entwicklung um Ursprung 0) f(z) = > 7 cn2", der Konvergenzradius
p > 0 kann fiir f(z) auch um den Punkt a entwickelt werden:

0 4(n)(g
fo) =3 Dy

n
Konvergenzradius: p(a) > p — |a|

* pla) > p—la|
im Inneren des kleineren Kreises stimmen die Funktionen iiberein, auch im grossen.
f ist holomorph in pe'® fortsetzbar (d.h. gleich dort holomorph).

o pla) =p—lal:
bedeutet, dass man f nicht analytisch fortsetzen kann in pe'® (entspricht einer
Singularitét): ein Hindernis gegeniiber analytischer Fortsetzung von f.

Satz 1.9.3. Mindestens ein Punkt der Peripherie ist eine singuldre Stelle. Der Konver-
genzkreis reicht bis zur nichsten Singularitit. (Ohne Beweis)

Beispiel 1.9.4.

142

) = —— =3 (=2
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—1 ist eine Singlaritit da f(—1) nicht definiert ist (Pol). Die Funktion ist also nicht
holomorph und p = 1. Wir kénnen aber f(z) auch um den Punkt z =i entwickeln:

>
I
~
|
A
=
_l’_
I
S

1.10 Der Cauchy’sche Integralsatz
f sei holomorph im Gebiet Q, z.B. f(2) => .7 c,(z —a)”

n=0 """

o0 n+1
F(z) = Z ez — @)™ Integralfunktionen

Wann hat f in 2 eine Integralfunktion? Es existiert eine Integralfunktion dann und nur
dann wenn f7 f(2)dz = 0 fiir jeden geschlossenen Weg  in €.




1.10. DER CAUCHY’SCHE INTEGRALSATZ

Satz 1.10.1. f sei holomorph in Q, C und C' seien zwei Wege in Q, die die gleichen
Endpunkte (a und b) verbinden oder die beide geschlossen sind. Sind C' und C" stetig
ineinander deformierbar, innerhalb des Gebietes Q0 (bei festhalten der Endpunkte wenn
C' und C" nicht geschlossen), so gilt

RO /C F(2)dz

Jorlem =]

v ist ein geschlossener Weg, es gilt jedoch dass f,y f(2)dz =0, da f holomorph ist.

Betrachte

Bemerkung 1.10.1. Ist C' (ein geschlossener Weg) zusammencziehbar (stetig) auf einen
Punkt innerhalb Q, dann [, f(z)dz =0

Korollar 1.10.1. Ist ein geschlossener Weg C' innerhalb €2 auf einen Punkt stetig de-
formierbar, so ist

/Cf(z)dz =0

Definition 1.10.1. FEin Gebiet Q2 heisst einfach zusammenhdngend, wenn jeder
geschlosse Weg darin auf einen Punkt stetig deformierbar ist.

Satz 1.10.2. Ist f in Q holomorph und ist ) einfach zusammenhdngend, so ist
fC f(2)dz = 0 fiir jeden geschlossenen Weg C in §; d.h. f hat in Q) eine Integralfunktion.

Beispiel 1.10.1. f(z) = L ist holomorph in C\ {0} = Q:
d
& oni 40
O <
(2 ist nicht einfach zusammenhdngend.)

Beispiel 1.10.2. nicht einfach zusammenhdngend:
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KAPITEL 1. FUNKTIONENTHEORIE

Anwendungen: Berechnung von sonst schwierig losbaren bestimmten Integralen durch
Integration im Komplexen.

Beispiel 1.10.3.

Betrachte lim fOR sinz . .
R—o0 z

/mrsmacdx:(/7r+/27r—|—...—i—/n7r )sinxdx
0 Z 0 T (n—1)m z

o0 nm S.
:Z/ mxdx
(n-)m <L

n=1

ist eine alternierende Reihe und monoton abnehmend. Y > (—1)"a, mit a, — 0. Man
kann daraus folgern dass die Reihe konvergiert und somit auch das Integral konvergiert.

Betrachte

R R, »
1 xr x
lim Smxdm =— lim (e_ _ ¢ ) dx
0

R—oo Jy T 21 R—oo x x
R € ix
=— lim < / + ) —dzx
FECAVNE VA

f(z) = 67 ist holomorph in C \ {0} Betrachte z.B. die obere Halbebene,

dann gilt fc %dz = 0 VR,Ve (Gebiet ist einfach zusammenhingend so wie gewdhit).

eiz
:»(/+/+/ +/>—dz:()
I I I'r v/ *

mit € — 0 und R — oo
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1.10. DER CAUCHY’SCHE INTEGRALSATZ

1.
—dz eidp = — eidz
v ~ / €e’? e — - 2= /0
€ Ye=>eeit=z
fire -0 z—=0 e* =1
= — / idz = —im
0
2.
™ chos¢ Rsin ¢ "
—dz = —— 1 Re"?d
/FR z \/-/ Re“ﬁ ¢
x=0p = 2= Rem = R(cos ¢ +isin )
- / i < / e~ Fsind g
I'r 7 0
—0 fir R — oo
3.

L)z ) 5

sin x sin x
=21 / dr — 24 / dx
€ z 0 x

e—0,R—00

Zusammengefasst:

2@/ T4+ 0+ (—im) =0
0 x

:>/ smxdx:z

0 x 2

Weitere Anwendung: Die Cauchy’sche Integralformel

Voraussetzung: f ist holomorph in €2, wobei €2 einfach zusammenhéngend ist. C' ist
ein geschlossener Weg in Q, z ¢ C.

Behauptung 1.10.1. N(C, z) = zm fc

—Z

Bemerkung 1.10.2. C' ist jetzt ein beliebiger Weg und muss nicht mehr nur ein Kreis
sein (wie vorher gezeigt).
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KAPITEL 1. FUNKTIONENTHEORIE

Betrachte:

J (&) falls 2 = &

g, ¢’ holomorph — [ g(§)d§ =0

. /Cf(i)—f(Z) v [ 1O%E /C d

§—2 c §—% §—2
—
=27miN(C,z)

Daraus folgt die Behauptung.

1.11 Isolierte Singularitdten

Satz 1.11.1. (Laurent-Reihe) Voraussetzung: f habe in a eine isolierte Singula-
ritdt, d.h. f ist holomorph in K = {z]|0 < |z — a| < p}.

Behauptung 1.11.1.

konvergiert fir 0 < |z —al < p

-1

= Z cn(z —a)® + ch(z—a)”

n=—oo
(.

g

o

3

7

konvergiert fiir z # a  konvergiert fir |z —a| < p

Singuldrer Teil Reguldrer Teil r(z)
1 f(§)d¢
7 — S ) Z
omi /C E—ap "€

Beweis. Satz von Cauchy;

(1.11.1)

0= g () €5
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1.11. ISOLIERTE SINGULARITATEN

Die Linien, welche den grossen Kreis (I') mit dem kleinen () horizontal verbindet hebt
sich auf. I' und v entsprechen einem Kreis um den Punkt a. Die Kurve kann also als zu
einer Umkreisung von z deformiert werden.

! = L = L (1.11.2)
{-z (£—a)—(z—a) (g_a)<1_§:3>
Fiir £ € I' ist 2:2 < 1; somit gilt fiir (1.11.2])
- (z—a)n
_nz:; (f_a)nJrl
. ) _ 1
B e e ()
o (€=
o - (Z_a)n—‘rl
cTal gy
z—a

Durch einsetzen in ((1.11.1)) und beriicksichtigen dass v negativ orientiert (also gibt es
ein negatives Vorzeichen) ergibt sich:

f(a) = %Z/%(—H i 2 HE 0

Wobei hier nun «y positiv orientiert ist. (n — —n in der zweiten Summe; + 3 > _ |

n-+
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KAPITEL 1. FUNKTIONENTHEORIE

l=n,n—>n+1)

Wegen des Causchy Integralsatzes kann iiber C' integriert werden (anstelle von I' oder
—7)

- " L f(§)ds
éf(z):nzzoocn(z—a) ; Cn:%/o(f—a)"“
neZ=-n,...,—1,0,...,n
O
1.11.1 Klassifikation der Singularitdten
e ¢c,=0flrn=-1,-2,...
&)=Y ez —a)y, 0<|z—al <p
n=0

a ist eine hebbare Singularitit. (— f(a) = )
e nicht alle ¢, sind null (n: negativ) aber nur endlich viele sind nicht null fir n < 0
cplz—a) "+ tei(z—a) Hr(2) ek #£0
a ist ein k-facher Pol.

e unendlich viele ¢, # 0 fiir n < 0 a ist eine wesentliche Singularitéit.

Definition 1.11.1. f ist in G meromorph, falls f in G holomorph (analytisch) ist,
bis auf isolierte Singularititen. (z.B rationale Funktionen sind meromorph in C)
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1.12. DER RESIDUENSATZ

Beispiel 1.11.1.

(Laurententwicklung): z = 0 ist wesentliche Singularitdt.

1.12 Der Residuensatz

Sei ) einfach zusammenhéngend und f holomorph in Q\ {a;}icr, I = {1,...,n}, wo-
bei a; isolierte Singularitdten sind. Sei C' ein geschlossener Weg in Q \ {a;};c; um die
Singularitéten {a;} ey, J C 1.

besser

C

Nach dem Cauchy-Integralsatz kann der Weg C' so deformiert werden, dass nur noch die
Integration iiber v; = 0B.(a;), € > 0 notwendig ist.

/Cf(z)dz = Z f(z)dz

jeJ v i

Man kann nun die funktion als summe von Singulédr- und Regulér-Teil schreiben:
f(z) = s(z) +r(z), mit fy, r(z)dz = 0,Vj € J da r auf dem ganzen Gebiet ) regulér ist.

= Lj s(z)dz =

Fiir die anderen Werte von n ist eine Integralfunktion vorhanden und folglich ist das
Integral Null wenn iiber eine geschlossene Linie integriert wird.

—1
d
E Cn/ —Zin = 27TiC,1
) (2 —a;)

n=—oo J
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KAPITEL 1. FUNKTIONENTHEORIE

Definition 1.12.1. Das Restduum von f an der Stelle a ist

Res(f,a) = c_ 1——/f

271

s(z)dz

27m

flz)=".. (z—a)2+(z—a)+60+cl(z_a)+

Satz 1.12.1. (Residuensatz)
C' sei eine Kurve in Q\ {a;}ier

/f z—27rzZResfaJ (C, aj);
jeJ

Es wird hier dber alle von C' eingeschlossenen Pole a; summiert. N(C,a;) ist die Um-
laufzahl um den Punkt a;.

1.12.1 Berechnung der Residuen

1. a sel ein einfacher Pol

c_1 =lim(z —a)f(2),

zZ—a

zum Beispiel

_ P
=56
() habe bei a eine einfache Nullstelle (d.h Q(a) = 0):
. (2=a)P(z) P(z)
Mo Aheeew
Pla)
Q)
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1.12. DER RESIDUENSATZ

2. qa ist ein k-facher Pol

f(z) _(Zgﬁzi)k
:a0+a1(z—a)—|—...—|—ak_1(z—a)k_1+...
(2 —a)t
(9(a) #0)
Res(f,a) =a—1 = C _1 1)!g(k_1)(a)
Res(f. o) =gy [ = 1)V |,

Beispiel 1.12.1.

*  dx ) R dr
4:11m 1
_Ool—i—x R—o0 _Rl—l—:L’

1
f(Z) _1 _'_ 24
Die Nullstellen von 1+ 2* = 0 sind (einfache Nullstellen, liegen auf dem Einheitskreis)
P 331 357 ;I
(0<¢<2m)

Betrachte die Kurve C' (geschlossene Kurve):
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KAPITEL 1. FUNKTIONENTHEORIE

(/. “h)w

= 2mi (Res(f, z1) + Res(f, z2))

/ |dz| </ ldz| 7R o0
rp |14 24 Rf—1 R'—1 N~

fiir R—o00

Somit fiir R — oo bleibt nur noch ffooo lf ibrig.

4

:>fool+:1:4:\/§

Beispiel 1.12.2. R(cost,sint) # oo Vt € R eine rationale Funktion von 2 Variablen.
Gesucht: I == 2” R(cost,sint)dt

I lisst sich als Linienintegral lings 0D := z(t) = €' (0 < t < 27) darstellen:

27 it —1t it —it
1 e+ e e —e .
I= _R et dt
/ A s P

z+1 2-1
2 2

:=R(2),keine Pole auf D

2)dz =27 Z Res(R, a

1
z

%R( ) d

J/

0
_1/
i Jop
2m 1
/ R(cost,sint)dt :f/
0 t Jop

Beispiel 1.12.3.

A>1
/ /\+cost -

- 1 2
R = — et
(2) 2N+ = (z+z) 224+ 2 2 +1
Pole: 2> +2 z+1=0= 2, = - At VI -1
=z,€D, z_¢D.

~ 2 ~ 2 1
R = Res(R = =
Gl = ey el ) = 0 = e
2
=T
A2 —1
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1.12. DER RESIDUENSATZ

Beispiel 1.12.4.

oben arg =0 )

<logz — log |z| + iargz
unten arg = 2m

Somit:

27« R p—ady 2 %z € g 2miap—a 2 e
dz = + + —dr + dz
cl+z e 1+ r, 1L+2 r 14z v L+ 2

(e - 0,R— o0)

2 =ee'?
dz =eie® 2%z prop. €7 =0, e = 0, (a < 1)
P 267(16710@
z = Re™®

) leoz
—  dz = Rie“dg / ...dop — 0 fiir R — oo
r, L+ R

I'r ST — Rfaefia(b
P(_l) z —alog(— —iTa
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KAPITEL 1. FUNKTIONENTHEORIE

Wir erhalten also:

) —a ) 00 o )
/ Z dr — 6—27rw¢/ xr x — e T
o 1+ o 1+x

*© z7%Jx Qmie” T T T
o 14z (1 —e2mia) (‘e“"”;—e_“"”)  sinTa
A

1.12.2 Hauptwerte
Definition 1.12.2. Sei x € [a,b], f € C([a,b] \ {z0};R), dann ist

HW / f(@)dz = lim ( / " fw)dn + b+ f(x)da;)

der Hauptwert des Integrals.

Beispiel 1.12.5. Behauptung: HWf o xg — _\/Lg

. . . 2r  dm
Beweis: f(z) = 23%1 hat einfache Pole in z = 1,¢e'3 ,¢'3

1 1
Reslf(2).1] = =gy =3 . Iy
z=1
- 47 - 27 C
Res[f(z) ez%ﬁ] = 1 e en f-s\
(23 — 1)/ U 3 3 R R

Mit dem Residuensatz erhalten wir:

/1—5 dx n f(z)dz+/1R 3 /f )dz = 2miRes|f(2), e %]

—-R x3—1 4e L7 — 1
7TR R—>oo . s
[ 1| < g5ty T 0, tim [ fleds = wiResl ()1 =~

wobei wir den Residuensatz auf ein Kreissegment mit Offnungswinkel 7 verallgemeinert
haben und ein anderes Vorzeichen erhalten, weil wir den Pfad im Uhrzeigersinn durch-
laufen.

Damit erhaten wir fiir R — oo, ¢ — 0 und eiF = —

Y / dz /
E~>O

1, ;3.
5 +ZT

O

V3

n
3
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2 Lineare gewohnliche
Differentialgleichungen (2.0rdnung)
im Komplexen, Hypergeometrische
Funktionen

Betrachte die homogene lineare gewohnliche DGL (Ordnug n)
W™ (2) 4+ p1(2)w™ Y (2) 4+ pa(2)w ™D (2) + ... + pp(2)w(z) = 0

(Der Koeffizient der hochsten Ableitung ist 1.)

Satz 2.0.1. Die einzigen méglichen (endlichen) Singularititen einer Losungsfunk-
tion w(z) sind die Singularitaten der DGL (d.h der Koeffizienten p;(z).

Beispiel 2.0.1.
1
W+ =W =0
z

w = const ist eine Losung, hat aber in z = 0 keine Singularitit. Es ist nicht notwendig,
dass die Losung in allen Singularititen singuldr ist, aber sie darf keine anderen haben.

Beispiel 2.0.2.
W +wr=0
Die allgemeine Lésung ist

1

zZ—C

w(z) =

Die Losung hat eine Singularitdt in z = ¢, aber die DGL ist nicht linear, somit ist der
Satz[2.0.1 nicht anwendbar.

Definition 2.0.1. Wenn alle Losungen der linearen DGL in einer Singularitit der DGL
einen wohl bestimmten Wert haben, heisst die Singularitit “ausserwesentliche” Sin-
gularitdt der DGL oder Stelle der Bestimmtheit (sonst spricht man von einer
wesentlichen Singularitdt).
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KAPITEL 2. LINEARE GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN (2.0RDNUNG) IM
KOMPLEXEN, HYPERGEOMETRISCHE FUNKTIONEN

Satz 2.0.2. (von Fuchs)
Die DGL

w” + p1(2)w’ + pa(z)w =0
hat in z = a (# o0) dann und nur dann eine ausserwesentliche Singularitit, wenn.:
e pi(z) oder py(z) (oder beide) in a singuldr sind.
e pi(2) in a regulir ist oder einen Pol erster Ordnung (~ - ) hat.

o po(2) in a reguldr ist oder einen Pol hichstens zweiter Ordnung (N )2) hat.

Satz 2.0.3. (von Fuchs)
In der Umgebung von ausserwesentlichen Singularititen a (# oo) existiert mindestens
eine Losung der DGL, welche die folgende Form besitzt:

(0.9}
w(z) z—apg cn(z —a)”
n=0

Der Konvergenzradius der Reihe geht mindestens bis zur ndchsten Singularitit der DGL
und falls die Losung dort requldr ist, bis zur ndchsten Singularitdt der Lésung.

Bemerkung 2.0.1. Fine Mébius Transformation

az+b
cz+d

z— €=

mit ad — bc # 0 dndert den Charakter der Singularititen einer linearen DGL nicht.

Betrachte eine DGL mit einer Singularitit bei z =0 (z.B. p; = %, pe =0):
Durch Inversion z — ¢ = % (Mobiustransformation) bekommen wir bei £ = oo eine
ausserwesentliche Singularitit der DGL

oo kein reguldrer Punkt der DGL

o] meo-o(e=1)

pi) =0 (=)

wenn & — 0o

(im Bsp: py = &, p2 = 0 und & = oo ausserwesentlich).

Definition 2.0.2._DGLn “der Fuchs’schen Klasse” sind lineare DGLn ohne wesentliche
Singularitditen in C.

e Drei ausserwesentliche Singularitéiten a,b,c mit der Variablen z. Betrachte die
Mobiustransformation:
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|
Q

— 0,1, 00 (statt: a, b, c)

7Y
I

SN

&

o
|
o

e Nach dem Satz 2.0.3 ist:
w(z) = (z —a)’ Z Cn(z —a)™.
n=0

Fiir DGLn zweiter Ordnung gibt es zwei charakteristische Exponenten pq, po der
DGL in a (mindestens ein Exponent existiert, einen zweiten gibt es nicht immer).

(Riemann’sche Schreibweise):

a b ¢
Pl o B/ ,}/ P
O/I /8// ,.}///

o/, " Charakteristische Exponenten in a
B, 8" Charakteristische Exponenten in b
~',~4" Charakteristische Exponenten in ¢

Durch Mébiustransformation und elementare Transformationen kann folgende Normal-
form erreicht werden:

0 1 00
P 0 0 a oz

l—y y=fB—-a 8

Bemerkung 2.0.2. Es gilt &/ + "+ 5+ 5"+~ ++" =1

Das heisst,

v+ (1 +a+p)z
z(z—1) Wi(z)+ z(z—1)

W'(2) +

eine hypergeometrische DGL.

Hypergeometrische Reihe: Betrachte im Null-Punkt
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KAPITEL 2. LINEARE GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN (2.0RDNUNG) IM
KOMPLEXEN, HYPERGEOMETRISCHE FUNKTIONEN

w(z) =2 (1 +crz+cz® +...)
p=0oderp=1-—v
p=0(y#0,—-1,-2,...) w(z) = 2Fi(a,5,7;2)
af z  ala+1)B(B+1)2?

2F1(0575a7;2) :1+Tﬂ+ ,}/(74_1) 21
ala+1)(e+2)8(8+1)(6 +2) 2°
Yy + 1)y +2) 3

zweite Losung:

w(z) =27 F(a+1—79,8+1—7,2—7;2)
(v#2,3,4,...)

Der Konvergenzrdius ist entweder 1 oder oco. Ist er oo, dann bricht die Reihe ab und wir
habe ein Polynom. Dies tritt ein, wenn « oder 3 (oder beide) grosser als Null sind.

Definition 2.0.3. Pochhammer Symbole (a),

(a+n—1)!

(@), =a(a+1)(a+2)...(a+n—-1) = =1

oo

2F1(a'7 b,C; l’) :Z

n=0

(a)i(b)s 2"
(c)p n!

2 — 2 Pochhammer Symbole oben (Zihler)
1 — 1 unten (Nenner)

Beispiel 2.0.3. Legendre Polynome P,(x)

1—=x
2

Pn(m> = 2F1(_n7n+]-a]-; )

Beispiel 2.0.4.

1
1—2z2

P11, 1;2)=1+4z2+22+... =

geometrische Reihe (Bemerkung: p=0,p=1—~ =0 da vy = 1; die zweite Lisung
durch Produktansatz: w(z) = 2&))

z—1
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2.1. KONFLUENTE HYPERGEOMETRISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

2.1 Konfluente hypergeometrische
Differentialgleichungen

Eine Variablentransformation einer hypergeometrischen DGL ¢ = [z ist eine Mobi-
ustransformation mit

0,1,00 — 0, 3,00

drei ausserwesentlichen Singularitéten.

Betrachte den Grenziibergang 5 — oo (d.h § — 00, c© — o0), dann hat man eine
ausserwesentliche Singularitdt in 0, und jetzt eine wesentliche Singularitdt in oco. Das
fithrt zu folgender DGL:

2w (2) + (v — 2)w'(2) —aw(z) =0

2.1.1 Konfluente hypergeometrische Differentialgleichungen

z = 0 ist eine ausserwesentliche Singularitdt und z = oo ist eine wesentliche Singularitét:
o

w"(2) + (g — 1) W(z) — —w(z)=0

z
Eine Losung in z = 0 ist gegeben durch:
w(z) =1F1(a,v;2) = M(a,7; z) (oder ®(ay; 2))
az  ala+1)z? a(a+1)(a+2)z3+
YU oy(y+D 2l Ay D(y+2) 30

(fiir v # 0, —1, =2, ..., und Konvergenzradius gleich co) Wenn o« = v, w(z) = M (o, ov; 2) =
e” haben wir in oo eine wesentliche Singularitét. Die zweite Losung ist

wz)=2"""M(a+1—7,2—7;2)
=P (a+ 17,2 —;2).

e Integraldarstellung:

F 1
M(a,7;2) = (Py>_ ) /0 eZttO‘_l(l — t)v_o‘_ldt

D)y
Re(y) > Re(a) > 0.
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KAPITEL 2. LINEARE GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN (2.0RDNUNG) IM
KOMPLEXEN, HYPERGEOMETRISCHE FUNKTIONEN

e Besselfunktion:

—iT v 1
Jy(z) = ‘ <£> M <V+ 5,21/—1— 1;2ix)

e’ d"
L =M 1; ——(x"e™" N
n(x) ( n, 7:C> n' dl’n( e )7 n e
e assoziiert Laguerre-Polynome
" — n+m)!

Beispiel 2.1.1. Wasserstoff Atom in der QM
Die radiale Schriodingergleichung fiir das Wasserstoffatom ist mit V = —% gegeben
(Coulombpotential): R(r)

—%%%(TQR,) — ZT€2R + %#R =FER
Benutze:
L, 9 8SmE
p=ar mita” = — 2
E < 0 (gebundene zustinde) \ = 277;5162

Dann erhdlt man

S SRR

mit x(p) = R (£).

Setzt man ein, dass px(p) = e~ 2 pPt LAY (p), so kann man zeigen, dass fiir LY die
Laguerre’sche DGL folgt und somit ist diese auch erfillt. L € N ist eine natiirliche Zahl
(Drehimpuls). D.h. o« = 2L+ 1 ist auch eine natirliche Zahl. Auch  muss eine (ganze)
natirliche Zahl sein, somit muss auch \ eine natirliche Zahl sein und n = 1,2,...,
sonst wiirde Ly wie plef fiir p — oo divergieren. Dies ist physikalisch nicht mdglich,

da lim R(r) = 0 sein muss (Wellenfunktion muss Normiert sein). D.h. also A = u =
7—00
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2.1. KONFLUENTE HYPERGEOMETRISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

1,2,.
2 4m?2z%et  4m2z2et )
= = =N
a2h4 —8}{;1Eh4
—7Z’me?
:E:W TL:172,...

Die normierte Wellenfunktion fiir das Wasserstoffatom ist somit (Winkelabhdingigkeit
einbezogen):

1
2

N 0 _ 22\’ (n—L-1)! —(ar) L2L+1 ymip
n,L,m(ra 7(10> - nag 2n<n+ L)' € (0”1) nfol(ar) L ( 790)
SmE

(p=ar; o*= —7,E< 0)

h2
ap=—>5": Bohr-Radius

me
LZL_II_I((W) : Laguerre’sche Polynome

(L +n)!

- (2L+1>‘(H_L_1)‘M(L+1—n,2L+2;o¢r)
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3 Darstellungstheorie

3.1 Gruppen

3.1.1 Grundbegriffe

Eine Gruppe G ist eine Menge mit einem Produkt (Multiplikation) G x G — G;
(g, h) — gh, so dass

e Zu jedem g € G existiert ein inverses Element ¢~ € G sodass g ¢! = g~

(gh) k=g (hk)Vg,hkeG (Assoziativgesetz)

e Es existiert ein neutrales Element (Einselement) 1 € Gmit 1 g=g1Vg € G

1g:1

Das neutrale Element ist eindeutig, denn aus 1’ 1 = 1 und 1’ 1 = 1’ folgt 1 = 1’. Das
Inverse eines Elements ist ebenfalls eindeutig. Sind ndmlich ¢’ und ¢” zwei Inverse von
g,s0gilt ¢ =g 1=¢(99")=(99)g" =14" = ¢". Das Inverse von 1 ist 1.

e Die Ordnung einer Gruppe G ist die Anzahl Elemente von G. Sie kann auch oo

sein.

Eine Gruppe heisst abelsch, falls g h = h g Vg, h € G (Kommutativgesetz). In
diesem Fall wird GG oft additiv geschrieben: statt g h wird g+ h, statt 1 wird 0 und
statt g~! wird —g verwendet. Man schreibt auch g—h statt g+ (—h). Wohlbekannte
Beispiele sind die Gruppen Z, R, C.

Eine Untergruppe H einer Gruppe G ist eine nichtleere Teilmenge von G, so dass
hi, ho € H = hy ho € Hund h € H = h™! € H. Eine Untergruppe ist selbst
eine Gruppe.

Das direkte Produkt G| x G5 zweier Gruppen G, G5 ist das kartesische Pro-
dukt mit Multiplikation (g1, g2) (h1, ha) = (g1 h1, g2 ha). Es ist eine Gruppe mit
neutralem Element (1,1) und Inversem (gi, g2) " = (or's 92 ).

3.1.2 Beispiele
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Abbildung
m:{l,...,n} = {1,...,n}.



3.1. GRUPPEN

Die Permutationen von n Elementen bilden eine Gruppe mit der Zusammensetzung
von Abbildungen als Produkt:

(71 ) (i) = (M1 072) (i) = my (2 (7)) -

Beispiel:
(1,2,3) = (2,1,3) — (2,3, 1)

Das neutrale Element ist die Identitéat, das inverse Element von 7 ist die inverse
Abbildung 7~1. Diese Gruppe heisst symmetrische Gruppe S, und hat Ordnung
n!.

. Dihedrale Gruppe D,. D,,n > 3 besteht aus den orthogonalen Transformatio-
nen der Ebene die ein reguldres im Ursprung zentriertes n-Eck invariant lassen.
Sind die Ecken vy, . .., v,_; € R?, im Gegenuhrzeigersinn numeriert, so ist die Dre-
hung R im Winkel 27/n in D,, und durch R v; = v;;1 gegeben. Die Spiegelung S
um die durch vy und 0 gegebene Achse ist auch in D,, und erfiillt Sv;, = v,,_;.

Lemma 3.1.1. Die Elemente von D,, sind:
1, R, R*,...,R"',S, RS, R*S, ...,R"'S.

Insbesondere hat D,, Ordnung 2n. (Ohne Beweis)

Beispiel 3.1.1. Dy = Gruppe der Symmetrien eines Quadrates.

1 : Identitat

R: Drehung um 90°

R?: Drehung um 180°

R3: Drehung um 270°

Diese lassen das Quadrat invariant. S: Spiegelung um die Achse S. RS, R2S, R3S :
Spiegelung und Drehung. Insgesamt gibt es 8 Elemente (alle anderen lassen sich

durch Zusammensetzung der 8 Elemente konstruieren). D, ist eine nicht abel-
sche Gruppe (RS # SR).
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KAPITEL 3. DARSTELLUNGSTHEORIE

Y S
vl A vO
90°
9 > X
v2 v3

3. Allgemeine lineare Gruppe GL(n,R), GL(n,C).
e GL(n,R) = { invertierbare reelle n x n Matrizen }
e GL(n,C) = { invertierbare komplexe n x n Matrizen }
Das Produkt ist die Matrizenmultiplikation und das neutrale Element die Einheits-

matrix.

4. Orthogonale Gruppe O(n). Eine m x n Matrix A heisst orthogonal, falls AT A =
1. Jede orthogonale Matrix ist invertierbar, denn 1 = det(AT A) = det(A?) det A =
(det A)? ., also det A # 0. Es folgt, dass A~! = A”. Sind A, B orthogonal, so ist
(ABY" AB = BTATAB = B"B = 1 und AB ist orthogonal. Ist A orthogonal,
so ist AAT =1 und A~ = AT ist orthogonal. Die orthogonalen n x n Matrizen
bilden also eine Untergruppe O(n) von GL(n,R):

O(n) = {A € GL(n,R) | ATA = 1}

Besonders wichtig fiir die Physik ist die Gruppe O(3) der orthogonalen Transfor-
mationen des physikalischen Raumes R3.

5. O(n) ist die Gruppe der linearen Abbildungen R" — R", die das Skalarprodukt

=1

invariant lassen: O(n) = {A|(Az, Ay) = (z,y), Vz,y € R*}. Allgemeiner betrach-
ten wir die symmetrischen Bilinearform auf RP*:

p pt+q
(x,y)p,q = E Y — E Tili,
i=1 i=p+1
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3.1. GRUPPEN

und definieren

O(p,q) ={A € GL(p+ ¢,R) | (Az, Ay)pg = (2,Y)p.g}-

Insbesondere ist O(n,0) = O(n) = O(0,n). Die Gruppe O(1,3) ist die Lorentz-
gruppe. Sie erhélt die “Minkowski Metrik™ (z,y)13 = ZoYo — T1y1 — TaYo — T3Ys3
auf der Raumzeit R?*.

6. Unitdre Gruppe U(n)

Umn) = {Ae€GL(n,C)|A"A=1}
= {AeGL(n,C) | (Az, Aw) = (z,w), Vz,w € C"},

wobei (z,w) = Y1, Z;w; das Skalarprodukt auf C" ist.

7. Symplektische Gruppe Sp(2n). Betrachte folgende antisymmetrische Bilinear-

form auf R?™: .

w(X7 Y) = Z (X2i71Yv2i - Xzz'Yzi—l) )

i=1

wobei X; die i-te Komponente von X € R?" bezeichnet. Die symplektische Gruppe
ist dann

Sp(2n) ={A € GL(n,R) | w(Ax, Az') = w(X, X')}.

In der klassischen Mechanik tritt diese Gruppe als Gruppe der linearen kanonischen
Transformationen des Phasenraumes R?" mit Ortskoordinaten ¢; = Xo;_1,p; = Xo;i

an (dh { q1,P15---549n,Pn })

8. Untergruppen der speziellen linearen Gruppen (mit zusétzlich det A = 1):

a) SL(n,K) = (SGL(n,K)) = {A € GL(n,K) | det A = 1} Spezielle lineare
Gruppe

b) SO(n) = {A € SL(n,R) | AT A = 1} Spezielle orthogonale Gruppe
c) SU(n) ={A € SL(n,C) | A*A = 1} Spezielle unitéire Gruppe

3.1.3 Begriffe

e Eine Gruppe G operiert auf einer Menge M, wenn eine Abbildung G x M —
M, (g,x) — gz gegeben ist, die der Eigenschaft g; (gox) = (g192) * geniigt fiir alle
g1, g2 € G,z e M.

e Jede Gruppe operiert auf sich selbst durch Gruppenmultiplikation.
e GL(n,R) operiert auf R” durch Anwendung v.on Matrizen auf Vektoren

e O(n) operiert auf S"' = {z € R" | |x| = 1}, dann ist fiir A € O(n): |Az| = |z|.
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e Ein Homomorphismus ¢ : G — H von einer Gruppe G nach einer Gruppe H
ist eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass ¢ (gh) = ¢ (g) ¢ (h). Ist zusétzlich ¢
bijektiv, so heisst ¢ Isomorphismus. Sind ¢ : G — H, v : H — K Homomor-
phismen, so ist ¢ o ¢ : G — K ein Homomorphismus. Die inverse Abbildung eines
[somorphismus ist ebenfalls ein Isomorphismus. [somorphismen G — G bilden also
eine Gruppe Aut(G), die Gruppe der Automorphismen von G.

e Der Kern von ¢ ist die Menge

Ker¢o={geGlo(g)=1}CC
e Das Bild von ¢ ist die Menge

Imop={¢(9)|ge Gt CH

Satz 3.1.1. Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus
1. ¢(1) =1, ¢(g)" =¢(g7")
2. Ker ¢ ist eine Untergruppe von G, I'm ¢ ist eine Untergruppe von H
3. ¢ ist genau dann injektiv wenn Ker ¢ = {1}

(ohne Beweis)

Korollar 3.1.1. Ein Homomorphismus ¢ : G — H ist genau dann ein Isomorphismus,
wenn Ker ¢ = {1} und Im ¢ = H.

Definition 3.1.1. Zwei Gruppen G, H heissen isomorph (G ~ H ), falls ein Isomor-
phismus G — H existiert.

Definition 3.1.2. Sei H eine Untergruppe einer Gruppe G. Die Menge G/lf[ der
(Links -) Nebenklassen von H in G ist die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich der
Aquivalenzrelation

g1 ~ g2 < 3h € H mit g, = g1h,

(d.h. nehme h € H und bilde gh mit g € G). G/H st im allgemeinen keine Gruppe.
Ist aber H ein Normalteiler von G, d.h. eine Untergruppe mit der Eigenschaft, dass
ghg '€ HVg € G, h € H, so hat G/H eine “natiirliche” Gruppenstruktur.

Satz 3.1.2. Sei H ein Normalteiler von G und es bezeichne [g] die Klasse von g in
G/H, dann ist fir alle g1, go das Produkt

[91] [92) = [9192]

wohldefiniert und G / H mit diesem Produkt ist eine Gruppe, welche Faktorgruppe von
G mod H heisst.
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Beweis. Das Produkt [¢1][go] ist unabhéngig von der Wahl der Représentanten gy, gs.
Sind g1h1, goho andere Représentanten, so ist

g1h1g2he = 9192(951h192 hs) € [9162] .
—_——

eH

Assoziativitit folgt aus der Assoziativitéit von G, das neutrale Element ist [e] und [g] " =
7] O

Beispiele

1. Z, = Z/nZ: Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist ein Normalteiler.

2. Essei 1 die Einheitsmatrix. Die Teilmenge {1, —1} C SL(2,C) ist eine Untergrup-
pe. VA € SL(2,C) gilt A(+£1)A~! = 41, also ist {1, —1} ein Normalteiler. Die
Gruppe SL(2,C)/{1, —1} ist isomorph zur Gruppe der Mobiustransformationen.

3. Fiir jeden Homomorphismus ¢ : G — H ist Ker ¢ ein Normalteiler von G, denn
aus ¢(h) =1 folgt

6 (ghg™!) =0 (9) oMo (g7') =0 (9)6(97") =0 (9)d(9) " =1
Satz 3.1.3. Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus von Gruppen, dann gilt
G/Ker ¢ ~1Im ¢

Der Isomorphismus ist [g] — &(g) fir beliebige Wahl der Reprdsentanten. (Ohne Beweis)

3.2 Darstellung von Gruppen

Wenn eine Gruppe auf einem Vektorraum durch lineare Abbildungen operiert, so spricht
man von einer Darstellung.

Definition 3.2.1. e Fine (reelle bzw. komplexe) Darstellung einer Gruppe G auf
einem R-(bzw. C) Vektorraum V # 0 ist ein Homomorphismus p : G — GL(V).
Der Vektorraum V' heisst dann Darstellungsraum der Darstellung p.

o Also ordnet die Darstellung p jedem Element g von G eine invertierbare lineare
Abbildung p(g) : V — V zu, so dass fir alle g, h € G die “Darstellungseigenschaft”

p (gh) = p(g)p(h) gilt.

e Fine Darstellung p auf V wird mit (p, V') bezeichnet, wobei V' der Darstellungsraum
ist. Die Dimension einer Darstellung (p, V') ist die Dimension des Darstellungs-
raumes V' (oder der Darstellungsmatrizen).

Beispiele
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KAPITEL 3. DARSTELLUNGSTHEORIE

1. Die triviale Darstellung: V = C, p(g) =1Vg € G.
2. G=05,, V=C"mit Basis ey,...,en, p(9)e; = €g(), g € S (Sy: Permutation).

3. G=0(3), U=C>R), (p(9)f) (¢) = f (97'2)

Lemma 3.2.1. Sei p : G — GL(V) eine Darstellung. Dann ist p(1) = 1y die Identi-
titsabbildung V- — V und p(g)~' = p(¢g7)

Beweis. p(g) = p(gl) = p(g)p(1), da p(g) invertierbar ist, folgt dass p(1) die Identitét
ist. Bs gilt 1y = p(1) = p(g99™") = p(g)p(g™") also p(g)~" = p(g™"). O

Operiert eine Gruppe G auf einer Menge X, so bildet sie eine Darstellung auf dem Vek-
torraum aller komplexen- oder reellwertigen Funktionen auf X (p(g)f) (z) = f (¢ 'z).

Definition 3.2.2. Ein Homomorphismus von Darstellungen (pi, Vi) — (pa, Va) ist
eine lineare Abbildung ¢ : Vi — V4 so dass ¢p1(g) = p2(9)¢, Vg € G. Zwei Darstellungen
(p1, V1), (p2,V2) sind dquivalent (oder isomorph), falls ein bijektiver Homomorphis-
mus von Darstellungen ¢ : Vi — Vo, emistiert. Der Vektorraum aller Homomorphismen
(p1, V1) = (p2, Vo) wird mit Homg(V1, Va) oder Homg ((p1, V1), (p2, V2)) bezeichnet.

Definition 3.2.3. Ein invarianter Unterraum einer Darstellung (p,V') ist ein Un-
terraum W C 'V mit p(g)W C W Yg € G. Eine Darstellung (p, V') heisst irreduzibel,
falls sie keine invarianten Unterrdume ausser V. und {0} besitzt, sonst reduzibel. Ist
W #£ {0} ein invarianter Unterraum, so ist die Einschrinkung p |w: G — GL(W), g —
p(g) |w eine Darstellung: (p |w, W) ist eine Unterdarstellung von (p,V'). Eine Dar-
stellung (p, V') heisst vollstindig reduzibel, falls invariante Unterrdume Vi,...,V,
existieren, so dass V =V, @ Vo ® --- ® V,, und die Unterdarstellungen (p |v;,V;) irredu-
zibel sind. Eine solche Zerlegung von V' heisst Zerlegung in irreduzible Darstellungen.

Bemerkung 3.2.1. Nicht jede reduzible Darstellung ist vollstindig reduzibel.

Lemma 3.2.2. Fine Darstellung (p,V') ist genau dann vollstindig reduzibel, wenn zu
jedem invarianten Unterraum W ein invarianter Unterraum W' mit W & W =V
existiert. (Ohne Beweis).

e In der Matrizenschreibweise ist eine Darstellung I'(R) vollsténdig reduzibel, falls
eine Transformation der Art

I'(R) = M 'T'(R)M

existiert, so dass fiir jedes Element R € G eine gleichartige Blockdiagonalisierung

erfolgt, mit Matrizen I'”(R) niedriger Dimension entlang der Diagonalen.
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Die reduzieblen Matrizen I'®(R) bilden ebenfalls eine Darstellung von G.

[ zerfillt in die Bestandteile T : T =T® 4+ 7@ 4 176G 4 .

Eine vollstindige Reduktion ist erwirkt, wenn jedes Einzelbestandteil I'® selbst
nicht mehr reduzierbar ist. (= Irreduzible Darstellungen T'™)

Dieselben irreduziblen Bestandteile T'™ kénnen mehrfach in einer reduziblen Dar-
stellung erhalten sein, wobei die Multiplizitit angibt, wie oft '™ erhalten ist.

3.2.1 Unitare Darstellungen

Wir betrachten endlichdimensionale komplexe Darstellungen.

Definition 3.2.4. Fine Darstellung p auf einem Vektorraum V' mit Skalarprodukt heisst
unitdr falls p(g) Vg € G unitdr ist (d.h. Matrizen der Darstellung sind unitar).

Also gilt fiir eine unitére Darstellung p(g)* = p(g) ! Vg € G. Mit dem vorherigen Lemma
kann diese Bedingung als p(g~') = p(g)* geschrieben werden.

Satz 3.2.1. Unitdre Darstellungen sind vollstindig reduzibel.

Satz 3.2.2. Sei (p,V) eine Darstellung einer endlichen Gruppe G. Dann ezistiert ein
Skalarprodukt (, ) auf V', so dass (p,V') unitdr ist.

Korollar 3.2.1. Darstellungen von endlichen Gruppen sind vollstindig reduzibel.

Seien nun (p1, V), (p2, V) komplexe endlichdimensionale Darstellungen einer Gruppe
G. Wir untersuchen den Raum Homg(Vi, Vs) der linearen Abbildungen

¢: Vi = Vo, sodass ¢pi(g9) =pa(g9)p,VgeG

Lemma 3.2.3. (Lemma von Schur) Seien (p1,V1), (p2, Va) irreduzible komplexe end-
lichdimensionale Darstellungen von G. Dann gilt:

1. ¢ € Homg(V1,V2) = ¢ = 0 oder ¢ ist ein Isomorphismus
2. ¢ € Homg(V1,Vi) = ¢ =Ald, A€ C
In Matrizensprache:
1. Seien T'®, T'# zwei irreduzible Darstellungen einer Gruppe und sei M eine Matrix
mat
MT*(R) =T*(R)M,
fiir alle R in der Gruppe (M ist nicht notwendigerweise quadratisch). Dann folgt

a) wenn d, # dg (M nicht quadratisch): M = 0. (d,: Dimension der Matriz
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b) wenn d, = dg entweder M = 0 oder M nichtsinguldr (det M # 0), in welchem
Falle T und T'® dquivalente Darstellungen sind.

2. Eine Darstellung I'* ist genau dann irreduzibel, wenn die einzigen Matrizen, die
mit I'“(R) VR kommutieren, die “Skalarmatrizen” M = X1, mith € C sind.

Dieses Lemma nennt man auch Lemma von Schur. (Ohne Beweis)

Korollar 3.2.2. Jede irreduzible endlichdimensionale komplexe Darstellung einer abel-
schen Gruppe ist eindimensional.

3.3 Darstellungstheorie von endlichen Gruppen

G bezeichnet eine endliche Gruppe. Alle Darstellungen werden endlichdimensional und
komplex angenommen.

3.3.1 Orthogonalitadtsrelationen der Matrixelemente

Sei p : G — GL(V) eine irreduzible Darstellung der Gruppe G der Dimension d. Wir
wissen, dass ein Skalarprodukt auf V' existiert, so dass p unitéir ist. Also ist fiir alle
g € G die Matrix (p;;(g)) von p(g) beziiglich einer beliebigen orthonormierten Basis
unitér: pi; (971 = pji(9).

Satz 3.3.1. Seien p: G — GL(V), p' : G — GL(V') irreduzible unitire Darstellungen

einer endlichen Gruppe G. Es bezeichne (p;;(g)) (p;j(g)) die Matrizen von p(g), p'(g)
beziiglich orthonormierten Basen von V', bzw. V'

1. Sind p, p' indquivalent, so gilt Vi, j, k.1

1 -
_|G] E Pij(g)P;gz(g) =0
geG
2. Fiir alle v, 7, k, 1 qult
1 —_— 1
_ E z.. = —— 610;

geG
Wobei |G| die Anzahl Elemente von G oder die Ordnung der Gruppe G ist.

Der Beweis beruht auf dem Lemma von Schur.

Der Charakter einer endlichdimensionalen Darstellung p : G — GL(V') einer Gruppe
G ist die komplexwertige Funktion auf G (tr=Spur)

dim V

Xo(9) = tr (p(g)) = Z p;i(9)
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p;;i(g) sind die Matrixelemente beziiglich einer beliebigen Basis von G. Aus der Eigen-
schaft tr(AB) = tr(BA) der Spur, wobei A, B Matrizen sind, folgt:

Satz 3.3.2.

1. Xp(9') = Xp (hgh™) = x,(9)

2. Sind p, p' dquivalente Darstellungen, so gilt x, = x,». Es existiert also eine Matriz
h sodass ' = hI"h~".

Eine Konjugationsklasse von G ist eine Teilmenge von G der Form {hgh™', h €
G}. Die Gruppe G zerfillt in Konjugationsklassen, der Aquivalenzklassen beziiglich der
Aquivalenzrelation ~: g ~ ¢’ (g ist konjugiert zu ¢') falls ein h € G existiert, sodass
g’ = hgh~'. Dann bedeutet der erste Punkt des Satzes, dass x, einen konstanten Wert
auf jeder Konjugationsklasse annimmt.

Lemma 3.3.1.

1. x,(1) = dim(V) da

tr ) =dimV

2 Xpap' = Xp T Xp/
3. Xp(97") =X, (9): Vg €G
Definition 3.3.1. Die reguldre Darstellung ist definiert durch die Matrizen
I (g) = 6 (9, 995)

(i, g; € G, somit auch g;' € G, g € G). Wobei

1 falls g = e (Einselement
5(g) = { falls g=e ( )

0 sonst

Definition 3.3.2. Der Charakter von I'™ ist definiert als

1G]
G| falls g =
Xreg = 2(5 (g;lggl) — {’ ’ fa Sg=e¢e

: 0 sonst
=1
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3.3.2 Orthogonalitatsrelationen der Charakteren

Aus den Orthogonalitétsrelationen von Matrixelementen folgen Orthogonalitéitsrelatio-
nen der Charakteren von irreduziblen Darstellungen. Wir fiihren das Skalarprodukt
(f1, fo) = ‘_é' > gec f1(9) f2(g) auf dem Raum C(G) aller komplexwertigen Funktionen
auf G ein.

Satz 3.3.3. Seien p,p’ irreduzible Darstellungen der endlichen Gruppe G und seien
Xp: Xp thre Charakteren. Dann gilt

1. Sind p, p' indquivalent, so gilt (X,, x,) =0

2. Sind p,p' dquivalent, so gilt (x,, x,) =1

Beweis.

(X Xpr) = |G|ZXP )X (9

geG
dimV dim V'’
=0 3D WO Z u
‘G‘ i JJ
geG i=1

= 0

Nach dem Satz [3.3.1] gilt ﬁzgee pii(9)p;(g) = 0 und damit kann der erste Punkt
bewiesen werden. Fiir den zweiten Punkt kann man nach Satz p = p/ annehmen

(haben gleiche Charakteren). Mit Satz gilt

dim V dim V dim V dim V'
GE S o) = 3 3 g Sy
geG i=1 =1 j= gEG

dimV dim V'

- Z Z dlmV 0i;0s
=1 j=1
dim V' 1
‘~ dimV "
=

=1

]

Korollar 3.3.1. Ist p = p1 & p1--- D p, eine Zerlegung einer Darstellung p in irre-
duzible Darstellungen und o eine irreduzible Darstellung (jeweils derselben Gruppe G),
so ist die Anzahl p; dquivalent zu o gleich (x,, Xo). Insbesondere ist (x,, Xo) Stets eine
nichtnegative ganze Zahl und (X,, xo) = 1 genau dann, wenn p irreduzibel ist.
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Aus diesem Korollar folgt, dass fiir jede Zerlegung p = py @ p1--- & p, in irreduzible
Darstellungen die Anzahl p; dquivalent zu einer vorgegebenen irreduziblen Darstellung
o unabhéngig von der Wahl der Zerlegung ist. Ist diese Zahl m, so sagt man, dass die
irreduzible Darstellung o m Mal in der Darstellung p vorkomme.

3.3.3 Zerlegung der reguldaren Darstellungen

Folgender Satz zeigt, dass jede irreduzible Darstellung im Prinzip aus der Zerlegung der
reguldren Darstellung gewonnen werden kann:

Satz 3.3.4. Jede irreduzible Darstellung einer endlichen Gruppe G kommt in der requ-
laren Darstellung vor. Hat eine irreduzible Darstellung die Dimension d, so kommt sie
d mal in der regquldren Darstellung vor.

Beweis. Nach dem vorherigen Korollar ist die Anzahl, mit der eine irreduzible Darstel-
lung o in einer representation p vorkommt, gegeben durch (x,, x.), fir p = I also

1

(Xreg?XJ) = @ZXT‘CQ(Q)XU(Q)

eG
I= =|G16ge

= Xol(e)
= d

Korollar 3.3.2. Fine endliche Gruppe G besitzt endlich viele Aquivalenzklassen irre-
duzibler Darstellungen. Ist py, ..., pr eine Liste von irreduziblen indquivalenten Darstel-
lungen, so gilt fir ihre Dimension d:

&+ +di = |G

Denn es gilt X,eg(g) = S0, dix,,(9). Insbesondere setze g = e ein, dann x,,, (¢) = d; und
somit |G| =3, dz. O

3.3.4 Charaktertafel einer endlichen Gruppe

Die Charaktertafel einer endlichen Gruppe G ist eine Liste der Werte der Charakteren
aller irreduziblen Darstellungen. Nach Korollar kénnen diese Tafeln dazu verwendet
werden, um die irreduziblen Bestandteile jeder gegebenen Darstellung zu bestimmen.
Charaktertafeln vieler endlicher Gruppen findet man in Biichern oder Programmen fiir
algebraische Rechnungen

Da Charakteren konstante Werte auf Konjugationsklassen annehmen, geniigt es, die
Werte der Charakteren fiir ein Element in jeder Konjugationsklasse anzugeben.
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G ‘ E Gko k‘g Gks k‘3 .. dkn kn
rd |1 1 1 . 1
I'® | dy x® (k) x®(k3) ... xP(kn)
™ 1 d, x® (k) x®(ks) ... xW (k)

Tabelle 3.1: Charaktertafel

Dabei gelten folgende Regeln und Notationen:

k; ©  typisches Element der Konjugationsklasse
Ik, Zahl der Elemente in der Konjugationsklasse k;
M. ..T®:  irreduzible Darstellungen

e In der ersten Zeile der Charaktertafel stehen immer die Charakteren der “Einsdar-
stellung”.

e In der ersten Spalte der Charaktertafel stehen immer die Dimensionen der irredu-
ziblen Darstellungen.

Konstruktion einer Charaktertafel

Folgende Hilfsmittel werden beniitzt:

1. Die Zahl n;p der irreduziblen Darstellungen einer Gruppe ist gleich der Zahl ngp,
der Konjugationsklassen (Satz von Burnside, Ohne Beweis). Das heisst also, dass es
so viele Spalten wie Zeilen in der Tafel gibt. Letztere ng, findet man leicht indem
man mittels der Gruppentafel aller zueinander konjugierten Elemente ¢’ = hgh~!
berechnet.

2. Die Dimensionalititen d, der irreduziblen Darstellungen I'*) werden bestimmt
durch die Formel

=nID

n
|G| = > d
v=1
Anzahl Elemente der Gruppen

=KL

=
n

= E 9k, )
~

i=1 Anzahl Elemente in Konjugationsklasse
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mit n;p = ngr. Dadurch erhilt man:
9= 4 =2 o
v=1 k=1
In den meisten Féllen hat diese Gleichung eine eindeutige Losung.

. Da das Einselement F durch die Einheitsmatrix dargestellt wird, gilt

Dies legt die erste Spalte fest.

. Da die Einsdarstellung immer als irreduzible Darstellung existiert, ist die erste
Zeile immer eine Folge der Zahlen eins: yM = 1.

. Die Zeilen der Tafel miissen orthogonal und auf g = |G| normiert sein mit den
Gewichtsfaktoren g (Orthogonalitidt der Charakteren):

S g () (O (8)° = g

. Die Spalten miissen orthogonale, auf g/g, normierte Vektoren sein (Vollstandigkeit
der Charakteren):

Sk () = L

gk

. Die Elemente der v-ten Zeile sind verkniipft durch

Ir g, X ()X (ki) = di Y cigngr X (k),
k

wobei die Koeffizienten c;;;, ganze positive Zahlen (oder Null) sind und durch die
Klassenmultiplikation (Konjugierte Klassen) k; x k; = >, ¢;jiky, definiert werden.

Theorem 3.3.1. Die gy, g, Elemente des Produktes k; x k; = {RO}{RD}, i.e. des
Produktes aller Elemente einer Klasse k; mit denen von kj, lassen sich in eine Folge
ganzer (vollstindiger) Klassen zerlegen:

ki X kj = Zci]’k/{k
k

Die Koeffizienten c;j (“Klassenmultiplikatoren”) sind ganze positive Zahlen ohne Null.
(Bemerkung: Klassen = Konjugationsklassen)
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3.3.5 Kanonische Zerlegung einer Darstellung

e Sei G eine endliche Gruppe und p; : G — GL(V;), i = 1,...,k die Liste der
indquivalenten irreduziblen Darstellungen von G, d.h. eine Liste von irreduziblen
Darstellungen, mit der Eigenschaft dass jede irreduzible Darstellung dquivalent zu
genau einer aus der Liste ist.

e Sei jetzt eine Darstellung p auf einem Vektorraum V' gegeben. Es sei V = U; &

--@ U, eine Zerlegung in irreduzible invariante Unterrdume. Fiir jedesi =1,... k

definieren wir W; als die direkte Summe all derjenigen Uj, so dass p |y, dquivalent
zu p; ist. Dann ist

V=Wea&-- - &W, (3.3.1)

wobei W; = {0} sein darf. Diese Zerlegung kann rein aus den Charakteren y; der
irreduziblen Darstellungen p; erhalten werden.

Satz 3.3.5. Die Zerlequng (3.3.1) ist unabhdngig von der Wahl der Zerleqgung von V in
wrreduzible Darstellungen. Die Projektion

piIV%Wi, w1 P Dwy, — w;

1st durch die Formel

pi(o) dzm Z e

geG

gegeben mit v € V., d.h Vektoren in V. (Ohne Beweis)
(d.h also p;(v) = v falls v € W; und p;(v) =0 falls v € W;, j #1).

Bemerkung: Die Zerlegung (3.3.1]) heisst kanonische Zerlegung und die Unterrdume
W; heissen isotypische Komponenten.

3.3.6 Die Projektionsformel

Nach der obigen Zerlegung konnen wir die Darstellung als orthogonale Summe irredu-
zibler Darstellungen schreiben:

k
p= EBmipi =mip1 B - S myps (3.3.2)

i=1

Bemerkung: Jeder Unterraum W ist eine direkte Summe aus m; Unterrdumen U; auf

denen p isomorph zu einer irreduziblen Darstellung p; ist:

p=mip1 D Dmypr, W;= @m U; mit (plu,,U;) =~ (pi, Vi), V wird also zerlegt in
~—— ~——

W1
V = yl EB tet EB Umll@ ...... @ Um1+~-'+mk_1+1 @ cet @ Un:m1+~~-+mk'

~~
W1 Wk
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Satz 3.3.6. Die Multiplizitdt m; mit welcher die irreduzible Darstellung (p;, Vi) in
(p, V) vorkommt ist gegeben durch

Z Xo:(9) X, (9

geG

Beweis. Wir definieren den Endomorphismus ¢, € End(V') durch die mittlere Operation
der Gruppe G auf V', durch die Darstellung p:

20 = T Zp (3.3.3)

geG

Sei V¢ = {v € V|p(g)v = vVg € G} der invariante Unterraum der Darstellung (p, V):

p(g) © @l |Zp |Zpgh
heG heG
1
= |Z Yw=p,(v) YgeG, YweV = ¢,(V)CVY
g'eG

1 _ Gl
G . _ E : _ E G C
\V/U S V QOp(U) |G| p(g)?] |G| |G| = = V = SD,O(V)

= (V) =VC und 00 Ly = Dp,

weil V auf V¢ abgebildet wird und V¢ invariant unter ¢, ist. Also ist ¢, eine Projektion
von V auf den invarianten unterraum V¢,

Der Raum V¢ ist aber per Definition der Unterraum W, auf dem p trivial wirkt und
da die triviale Darstellung p; die Dimension 1 hat, ist die Dimension von V¢ gerade die
Multiplizitdt m, von p; in p. Die Spur einer Projektion ist aber immer die Dimension
des Unterraumes auf den projeziert wird. Also gilt:

= dim VE = Try(p,) =3l ZTT =1 pr (3.3.4)

geG geG

Damit wére der Satz fiir den Spezialfall der trivialen Darstellung bewiesen.
Wir kénnen nun die Konstruktion verallgemeinern, um die Formel fiir alle Koeffizienten
zu beweisen. Dazu betrachten wir

o€ Hm(ViV)® & ¢:V;"™S"V, 6opilg)=plg)od VYgeG
Sei U C V ein Unterraum, dann gilt nach Schur’s Lemma:

¢ly =0 oder ¢|y istein [somorphismus, dann gilt dimU = dim V.
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Invariante Homomorphismen qﬁj;”:il, die V; isomorph auf einen Unterraum U; abbilden,
sodass U; N U; = 0 fiir j # [, bilden eine Basis von Hom(V;; V).
= dim Hom(Vi; V)% = m;,

Aber Hom(V; V) = V;*®@V/, also kénnen wir ¢, € End(V;*®@V) fiir das Tensorprodukt
der adjungierten der irreduziblen Darstellung p; mit p definieren:

erien = 17 =S @) (3.3.5)
geG

Analog zu ¢, ist ¢,:g, eine Projektion von Hom(V;; V) auf Hom(V; V) und daher
erhalten wir die Projektionsformel.

= dim Hom(Vi; V)% = dim(V;* @ V)G = Try; ®v(sop @p)
Z TT’V pl T?“V Z Xp, (336)

gEG gEG

3.3.7 Eigenwertprobleme mit Symmetrie

Wir wenden nun die Gruppentheorie auf Eigenwertprobleme mit Symmetrie an. Die-
se kommen zum Beispiel in der Molekiilphysik und der Festkorperphysik vor, wo das
Spektrum von Schwingungsfrequenzen und die Energienieveaux von Elektronen durch
die Symmetrie von Molekiilen bzw. Kristallen stark eingeschréankt werden.

Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei A : V — V eine lineare Abbildung auf einem komplexen Vektorraum V. Wir nehmen
an, dass V' der Darstellungsraum einer Darstellung p : G — GL(V') einer Gruppe G ist
und dass A die Symmetrieeigenschaft

p(9)A = Ap(g) Vg € G

besitzt. Also: A € Homg(V, V).

e Was kann man iiber die Eigenwerte und Eigenvektoren von A sagen?

e Im Falle wo p irreduzibel ist, wissen wir nach dem Lemma von Schur, dass A = A1y,
also dass A einen einzigen Eigenwert mit Eigenraum V besitzt.

e Im Folgenden werden wir den allgemeinen Fall betrachten. Wir werden aber zur
Vereinfachung annehmen, dass A diagonalisierbar ist, und p eine endlichdimensio-
nale Darstellung ist. Also ist p vollstdndig reduzibel.
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e Wir beniitzen die Notation diag(ai,...,as) um eine diagonale d x d Matrix mit
diagonalen Matrixelementen a; ... a4 zu bezeichnen.

Satz 3.3.7. Sei p: G — GL(V) eine endlichdimensionale komplexe Darstellung einer
kompakten Gruppe G und A : 'V — V eine diagonalisierbare lineare Selbstabbildung,
so dass p(g)A = Ap(g) Vg € G. Sei V. =V, & --- @V, eine Zerlegung von V in ir-
reduzible Darstellungen. Dann hat A hochstens n verschiedene Eigenwerte. Bezeichnet
d; die Dimension von Vi, so hat A beziiglich einer passenden Basis die Diagonalform
diag( A1, .. s Ay ooy Any ooy A) fiir gewisse (nicht notwendigerweise verschiedene) kom-
dimal dn,mal
plexe Zahlen A\, ..., \,.
(ohne Beweis)

e Diese qualitative Aussage iiber die Eigenwerte ist oft fiir die Anwendungen ausrei-
chend. So konnen beispielsweise die Schwingungsfrequenzen eines symmetrischen
Molekiils durch die Eigenwerte einer linearen Abbildung mit derselben Symmetrie
ausgerechnet werden. Die experimentell bestimmbare Anzahl Eigenfrequenzen gibt
also Auskunft iiber die Symmetrie des Molekiils.

e Genaue Aussagen iiber die Eigenwerte und Eigenvektoren bekommt man mit Hilfe
des Lemmas von Schur. Der einfachste Fall ist, wenn die Darstellung in eine Summe
paarweiser indquivalenter Darstellungen zerfallt.

e Das Lemma von Schur gibt dann

Satz 3.3.8. Seien G, V, A wie im Satz[3.3.7 Seien fir alle i # j die Darstellungen
Vi, Vi micht dquivalent. Dann ist fir alle i AV; C V; und die Einschrinkung von A auf

Vi ist A |y,;= N1y, fir ein \; € C.

Also ist A beziiglich einer Basis von V' mit Basisvektoren in [, V; bereits diagonal.
Hier bezeichnet | J, V; die Vereinigung von V;.

Kleine Schwingungen von Molekiilen

e Wir betrachten kleine Schwingungen eines Molekiils um eine Gleichgewichtslage.
Das Molekiil habe N Atome, mit Koordinaten y = (y1,...%,) € R*. Die Gleichge-
wichtslage y* soll eine Symmetriegruppe G besitzen, einer Untergruppe der O(3),
die die Lage der Atome, bis auf Permutationen der Lagen gleicher Atome, festhélt.
(Bsp. CH, mit Wasserstoffatomen an den Ecken eines reguldren Tetraeders mit
Symmetriegruppe Ty ~ Sy).

e Die Gruppentheorie erméglicht es, qualitative Aussagen iiber die Schwingungs-
frequenzen zu machen. Wir betrachten das Molekiil im Rahmen der klassischen
Mechanik, welche bei kleinen Schwingungen eine gute Ndherung der quantenme-
chanischen Rechnung ist. Die Frequenzen sind durch Experimente im Prinzip ge-
messen.

73



KAPITEL 3. DARSTELLUNGSTHEORIE

e Wir nehmen an, dass die Wechselwirkung nun von den Abstéinden zwischen den
Atomen abhéingt, sodass die potentielle Energie invariant unter orthogonalen Trans-
formationen ist:

V(Ry1,...,Rijn) =V (ih,....9n) YRe O(3)

e Die Tatsache, dass gleiche Atome in einem Molekiil vorkommen, wiederspiegelt
sich in der Tatsache dass die potentielle Energie invariant unter Permutationen o
der Koordinaten von identischen Atomen ist:

V(ga(l)v"'agU(N)) = V(gla"'agN)-

Beide Arten von Symmetrien der potentiellen Energie sind durch orthogonale
Transformationen von R3V gegeben.

e Sei R € G: Also bildet R die Gleichgewichtslage y* bis auf eine Permutation von
gleichen Atomen nach sich selbst. Setzt man also R mit einer solchen Permutation
zusammen, so erhalten wir eine orthogonale Transformation p(R) von R3*M mit
p(R)y* = y*:

p(R) (1, - in) = (RYo—1(1), - - - » Rbs1(v)) »

wobei o durch Ry; = g7, definiert ist.

Mann kann zeigen, dass p die Darstellungseigenschaft p(RyR2) = p(R1)p(R2) er-
fiillt.

e Somit haben wir eine (reelle) Darstellung p auf R3*Y, mit den Eigenschaften, dass
V(p(R)y) =V (y), VR € G, Yy € R* und p(R)y* = y*.

e Die Newton’schen Bewegungsgleichungen fiir die Koordinaten 7; = (y!,v?, ) der
Atome als Funktion der Zeit ¢t haben die Form

dyp(t) oV

; = — t

s = = e 0(0)

miti=1,..., N, a=1,2,3 und mit m; > 0 als Masse des iten Atoms.
2V (y*)

Im Gleichgewicht verschwindet die Kraft d = 0. Fiir kleine Schwingungen

Ay
setzt man: y(t) = y* + x(t) und entwickelt in einer Taylorreihe um x = 0. Entspre-
chend erhélt man:

dZI?(t) . @V *\ B 2
Mg = = 2 g )0+ Ol
J:B v 79

Vernachléssigt man Terme zweiter und héherer Ordnung haben die Bewegungs-
gleichungen die Form:
d*xz(t)
dt?

= —Azx(t)

74



3.3. DARSTELLUNGSTHEORIE VON ENDLICHEN GRUPPEN

Die 3N x 3N Matrix A hat Matrixelemente m;0?V (y*)/ ayf“ayf . Diese Matrix ist
ahnlich zur symmetrischen Matrix <ml— Y 282V(y*) / ny‘ﬁyf mjl./ 2), also diagonali-

sierbar. Die Symmetrie V(p(R)y) = V(y) der potentiellen Energie hat zur Folge,
dass die orthogonale Matrix p(R) die Gleichung

p(R)A = Ap(R)

erfiillt. Der Exponentialansatz x(t) = ez zur Losung der Bewegungsgleichung
fiihrt auf das Eigenwertproblem Az, = w?zq. Ist also w ein positiver Eigenwert
von A, so sind Real- und Imaginérteil der komplexen Losung z(¢) Losungen, die
Schwingungen der Periode % um die Gleichgewichtslage beschreiben.

Die positive Wurzel w aus den positiven Eigenwerten von A werden Eigenfrequen-
zen des Molekiils genannt.

e Die Gruppentheorie gibt Auskunft iiber die Entartung der Eigenwerte: Zerlegt
man namlich die als komplexe Darstellung aufgefasste Darstellung p in irreduzible
Darstellungen, so entspricht jede irreduzible Unterdarstellung einem Eigenwert mit
Multiplizitéat gleich der Dimension dieser irreduziblen Darstellung.

e Ist also die, durch experimentelles Bestimmen der Eigenfrequenzen gewonnene, An-
zahl Eigenwerte kleiner als die Anzahl Freiheitsgrade, so ist das ein Zeichen dass
das Molekiil eine nichtabelsche Symmetriegruppe besitzt. Um die irreduziblen Dar-
stellungen zu bestimmen rechnet man den Charakter ¢r(p(R)) aus und entwickelt
ihn nach aus Tafeln gewonnenen Charakteren von irreduziblen Darstellungen.

Beispiel: Eigenfrequenzen von CH, (Methan)

e Anwendung: Qualitative Aussagen iiber die Eigenfrequenzen eines Molekiils mit
tetrahedraler Symmetrie, wie CH,4. Im Gleichgewicht sind die vier Wasserstoffato-
men H an den Ecken v7,...,v; eines reguldren Tetraeders, wobei der Kohlenstoff
C im Mittelpunkt steht.

e Wir betrachten das System klassisch und nehmen an, dass die potentielle Energie
V (#,...,7s Yc) als Funktion der Koordinaten #; € R® der H-Atome und g des
C-Atoms invariant unter orthogonalen Transfromationen und Permutationen der
Koordinaten der H-Atome ist:

V (R, ..., Rys, Rye) = V (41,...,Y1,Yc) VR € O(3)
V(ﬁd(l)a'”?ﬁtf@))ﬁC) - V(g17"'7g4ugc>vaes4

e Betrachten von kleinen Schwingungen um die Gleichgewichtslage:
Wir wihlen die Gleichgewichtslage so, dass der Mittelpunkt des Tetraeders im
Ursprung liegt. Dann ist Zfﬁi = 0. Die Symmetriegruppe ist die Gruppe I' der
orthogonalen Transformationen, die den reguldren Tetraeder fest lassen.
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Die Tetraedergruppe I' hat fiinf irreduzible Darstellungen py, ..., p5. IThre Charak-

teren Aq, ..

mit:

rs

T

Sy

., A5 sind durch folgende Charaktertafel gegeben:

24 T [1] 8 [7"3] 3 [7“2] 6 [54] 6 [7’]
vi| 1l 1 1 1 1
o | 2 -1 2 0 0
sl 1 1 1 1 -1
val 3 0 1 1 -1
X5 3 0 -1 -1 1

Identitéat

Drehung um eine Achse durch eine Ecke mit

Winkel 27/3 = 120°

Drehung um eine Achse, die senkrecht durch eine Kante geht

mit Winkel 27/2 = 180°

Zusammensetzung einer 120° — Drehung 73 um eine Achse durch eine
Ecke und den Mittelpunkt mit einer Spiegelung um eine Ebene
die durch zwei andere Ecken und durch den Mittelpunkt geht
(oder Drehung um 90°eine Achse und Spiegelung an der Ebene
senkrecht dazu).

Spiegelung beziiglich einer durch eine Kante und den Mittelpunkt
gehende Ebene

Die entsprechenden Permutationen der Ecken 1,2,3,4 und des Mittelpunktes C'
sind (fiir eine Wahl der Achsen und Ebenen):

1234 ¢C
"3 1342 C
1234 C
"2 214 3 C
5 1234 C
4 41 2 3 C
1234 C
T 1 243 C

Wir miissen also den Charakter tr(p(R)) fur R = 1,r3,r9, Sy, 7 ausrechnen. Insge-
samt gibt es N = 5, d.h. — 3N = 15 Freiheitsgrade, also ist p eine 15 x 15 Matrix.
Wir reduzieren zunéchst das Problem auf die Rechnung der Spur der 3 x 3 Matrix
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R. Betrachte zum Beispiel p(R) fiir R = 7. Die entsprechende Permutation o ist
die Transposition der beiden letzten Ecken. Also hat p(R) die Zerlegung in 3 x 3
Késtchen:

RO 0 0 0
0RO 0 0
p(R)=]0 0 0 R 0
00 RO 0
00 0 0 R

Die Spur ist also = 3tr(R), denn nur die Késtchen R in den Diagonalen tragen
zur Spur bei.

Die Anzahl Késtchen in der Diagonale ist die Anzahl ¢ € {1,...,4,C}, so dass
o(i) = i (also der Fixpunkt der entsprechenden Permutation). Allgemein haben
wir die Fixpunktformel

Xp(R) = tr (p(R)) = tr(R)Ng,

wobei Np die Anzahl der Fixpunkte der R entsprechenden Permutationen ist.

Rechnung von tr(R): Eine Drehung mit Winkel 6 hat beziiglich einer geeigneten

Basis die Matrixform:
cosf) —sinf O

R=|sinf cosf O
0 0 1

also tr(R) = 2cos® + 1. Insbesondere ist tr(r3) = 2cos(120°) +1 = 0 (d.h. R
entspricht r3). Es ist tr(ry) = —1 mit 0 = ¢ (Spiegelung = 1,1, —1 = tr(r) = 1).
Weiterhin findet man (ohne Beweis): tr (S;) = —1 und fir Ng :

~- N, =5
~ N, =2
~ N, =1
~ Ng, =1
~ N, =3

Entsprechend erhélt man:

X,(1) 15( da 3 x 5 =15)
Xop(r3) = 0x2=0
Xp(r2) = —1x1=-1
(S = —1x1=-1
Xo(T) = 1x3=3
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e Wir konnen jetzt berechnen, wie oft die irreduziblen Darstellungen in p vorkom-
men. Die Multiplizitdt n;, mit welcher die j-te Darstellung vorkommt, ist der Ko-
effizient von x; in der Zerlegung x, = > . n;x;. Aus der Orthogonalitétsrelation

j
der Charakteren haben wir also mit |G| = 24:

1y = (o) = 7 [1-1535(1) 8+ 0, (r3) + 3 (~1)x5(r2) 6 (~1)x;(S5) +6 - 3x(7)]

Diese Zahlen konnen mit Hilfe der Charaktertafel einfach berechnet werden, mit
dem Resultat

Xp = X1+ X2+ X4+ 3Xs5

Also haben wir eine Zerlegung in irreduzible Darstellungen p ~ p; @ ps @ ps ®
ps @ ps @ ps. Die Eigenwerte sind also hochstens 6 (anstatt 15 entsprechend der
Freiheitsgrade).

e Nicht alle diese Eigenwerte entsprechen Schwingungen, denn manche veschwinden
wegen der Transformations- und Drehinvarianz der Gleichungen. Man hat ndmlich
die Transformationsinvariation

V(ﬁl"'aa 7gn+6>zv(glaagn)

des Potentials. Starre Drehung und Translation bilden einen 6-dimensionalen in-
varianten Unterraum von R'?, der im Eigenraum von A zum Eigenwert 0 liegt.

e Man findet, dass die Einschréinkung der Darstellung p auf diesen Unterraum Cha-
rakter x4 + x5 hat. Auf dem orthogonalen Komplement hat p dann Charakter
X1+ X2 + 2x5. Also hat CHy (hochstens) 4 verschiedenen Eigenfrequenzen.

e Die entsprechende Eigenschwingung kann man (teils) auch ohne explizite Ausrech-
nung erraten. Zum Beispiel kann man sich vorstellen, dass der Tetraeder "atmet”,
d.h die H-Atomen bewegen sich auf Geraden durch den Ursprung, wobei C ruht,
so dass der Abstand zum Ursprung zu jedem Zeitpunkt fiir alle H-Atome gleich ist.
Diese Verschiebungen von der Gleichgewichtslage werden durch die Symmetrie auf
sich selbst abgebildet. Also entspricht dies der trivialen Unterdarstellung py(x1).
Insgesamt:

x1 — 1EW
X2 — 2 entartete EW
2X x5 — 2x 3 entartete EW

d.h. 9 EW + 6 (3 Transformationen + 3 Drehungen mit EW = 0).
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3.4 Kontinuierliche Gruppen und ihre Darstellungen

3.4.1 Die Gruppe aller Drehungen eines Kreises

e Gruppe mit einzigem Parameter ¢t (modulo 27): Drehung wird dargestellt durch
a(t). Die Zusammensetzung der Drehungen kann geschrieben werden als:

a(ty)a(te) = a(ty + ta) = a(te)a(ty),

ist also abelsch.
e Die Gruppe ist isomorph zur additiven Gruppe der reellen Zahlen modulo 27.
e Die Gruppe wird erzeugt durch eine infinitesimale Transformation

e Die identische Darstellung der Gruppe ist die Darstellung durch sich selbst:

a(t) — Drehung der Ebene um t

ot) = (Cost —sint>:A<t)

sint cost
Es gilt:
A(—t) = [A@)]™
Charakter

trA =2cost = x(t).

Wir hatten in gesehen, dass wenn p eine irreduzible Darstellung ist und x, ihre
Charakteren sind, so gilt:

(Xps Xp) = I%I D x@)xlg) =1

geG

Analog fithrt man folgendes Skalarprodukt ein:

(fl,fQ):/Gmfz(g)dQ,
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mit Integration iiber die konstanten Gruppenelemente. Also gilt:
1 27

(x(t),x(t) = by x(t)x(t)dt

or

1 27

= —4/ cos? tdt
2m Jo

= 2

Wiire die Darstellung A(t) irreduzibel, so hitte man 1 erwartet.

Da die Gruppe abelsch ist, sind die irreduziblen Darstellungen von Grad 1. Zur Ausre-
duktion 16sen wir das Eigenwertproblem der allgemeinen Matrix A:

cost— A —sint — 0
sin t cost — \|

(cost — \)? + sin?¢

(cost — \)?* — (isint)?

= (cost — A +isint) (cost — A —isint)
(ezt )\) ( —it )\)

= )\1 = e“, >\2 = G_it

Eigenvektoren: Zu \; : _1 > Und zu As : (z) unabhéngig von t. Die Basisvektoren

sind e; = ((1)) und e = <(1)>

Reduzible Darstellung a(t) — (e 0 )

Betrachte: & = <5”> , () = A()Z(0)

Z(t+dt) = A(t+ dt) Z(0)
)=[AQ+ dt) A(t)] (0)
A()[A(dt)—1]

di = (F(t+ dt) — &(t)

mit

A(t+dt) = A(t)A(dt
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folglich:

Bemerkung: A(0) =1

Definition 3.4.1.

Cdt

ist die infinitesimale Transformation der einparametrigen kontinuierlichen
Gruppe A(t)

t=0

Es ist

Alb+dl) — A(t)  A()A(dE) — A(t)  A(t) (A(dt) — 1) .
dt - dt - dt = ABAWD)

mit A(0) = U, dabei ist die Matrix die infinitesimale Transformation:
cost —sint
Alt) = (Sint cost )
: —sin0  —cos0 0 -1
U=A(0) = ( cos0 —sinO) B (1 0 )
(Konstruktion von A(t) aus U: erste Methode). Es ist A(0) = 1, das heisst

- () -ean-( o€ ) ()
=

mit £(0) und y(0) gegeben. Danach erhdlt man #(¢) durch

und

Daraus folgt:

(1) = A@t)Z(0)
— somit erhdlt man A(t).

Zweite Methode
Taylor-Entwicklung #(t) = #(0) + 42(0) + S#(0) + ...

7 = A(0)Z also £(0) = UZ(0) (U ist konstant). Weiter ist Z(0) = UZ = U2Z(0) usw.
Also gilt:
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. 1 1 1 .

N /
-~

=A(t)

S A =1+ LU+ LU+ =V

Nach Cayley-Hamilton
Jede n x n Matrix erfiillt ihre eigene charakteristische Gleichung. Die charakteristische
Gleichung von U ist:

0—-Xx -1
1 0—A

Nach Cayley-Hamilton gilt: U?+1 = 0 (0 = Nullmatrix) Somit gilt: U? = -1, U3 = —U,
U* =1, U5 = U usw. Eingesetzt in die Taylor-Reihe:

2t t 3
Alt) = (1——+—+...)1+<———+—+...>U

T

21 4l 1 3! 5l
= costl +sintU

_ MU

_ (cost — sin t)
sint  cost

Sei Mat(nK), K =R oder C, der Vektorraum aller n x n Matrizen mit Elementen in K.
Lemma 3.4.1. Die Reihe exp(X) = - &:2* konvergiert absolut fiir alle x € Mat(n,K).
Lemma 3.4.2. Seien X,Y € Mat(n,K) fir (K=R oder C). Dann gilt

e exp(X)exp(Y)=exp(X +Y), falls XY =YX

o exp (X) ist invertierbar: (exp (X))™' = exp (—X)

o Aexp(X)A ' =exp(AXA™), A€ GL(n,K)

det (exp (X)) = exp (Tr (X))
o exp (X*) = (exp X)*, exp (X7) = (exp X)"
Die Abbildung Mat (n,K) — GL(n,K), X — exp(X) heisst Exponentialabbildung.

Satz 3.4.1. Fir alle X € Mat (n,K) ist t — exp (tX) eine Einparametergruppe. Alle
Einparametergruppen sind von dieser Form.

Definition 3.4.2. X heist infinitesimaler Erzeugender der FEinparametergruppe
t— exp (tX) (R — GL(n,K),t — X (t))
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Wie im Beispiel gesehen gilt

X(t) =exp <tX(O)>

Zum Beispiel zum dritten Punkt in Lemma [3.4.2] gilt

() - £
=0 ‘

Bemerkung:
AXTAT = AX _ _XX... XA = (AxA7YY
~—~

A-1A

3.4.2 Die Gruppe aller Drehungen einer Kugelflache

e Drehungen: SO3; = {Orthogonale 3 x 3 Matrizen mit det = +1}

@ : Einheitsvekt
e Jede Drehung < Vektor tu “ 111 e1.sve o
t : Drehwinkel
Einparametrige Untergruppen: zum Beispiel Drehung um die z-Achse Z(t) = A(t)Z(0)

mit
cost —sint 0
A(t) = | sint cost 0
0 0 1

Mit # = UZ ist U die infinitesimale Erzeugende (oder Transformation) dieser 1-
parametrigen Untergruppe:

U ist eine singuldre Matrix (d.h. det U = 0).

e Einparametrige Untergruppe mit beliebigen festen Drehvektoren @ = (uy, ug, ug)
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(falls wir die z-Achse betrachten, gilt @ = (0,0, u3)) Z=1x 7 oder &= UZ mit

0 —Us (%)

U= Uus 0 —Ui | ,
—Uuy Uy 0

N - 7

Schief-Symmetrische Matrix

wobei det U = 0.

e Die infinitesimale Erzeugende der Kugeldrehgruppe SOj sind die schiefsymmetri-
schen Matrizen (fiir diese gilt: MT = —M).

o Esgilt A(t) =V =1+ Usint + U?(1 — cost) (Euler’sche Drehformel).
Bemerkung 3.4.1.

e Die infinitesimalen Transformationen (oder Erzeugenden) bilden einen linearen
Raum aM +bN, der wiederum schiefsymmetrisch ist (nicht aber die Matrizen der

Gruppe).
e Die Matrizen der Gruppe miissen alle requldr (det # 0) sein, nicht aber die Ma-
trizen der infinitesimalen Transformationen.

Kommutator zweier infinitesimalen Transformationen U, V

Definition 3.4.3. Der Kommutator ist definiert durch
[U,V]=UV —-VU

Lemma 3.4.3. Sind U, V die infinitesimalen Transformationen von zwei einparametri-
gen Untergruppen (z.B von SO3) der Gruppe, dann ist auch [U, V] eine einparametrige
Untergruppe.

Beweis. Im Falle von SO3 wo U schiefsymmetrische Matrizen sind und es gilt:

Ul =-U
Vie—V = [UV]'=-UV]

Weiter erfiillen die infinitesimalen Transformationen die Jacobi Identitat

HX’Y] vZ] + HZ7X] 7Y] + HY7 Z] aX] =0,

wobei O die Nullmatrix darstellt.
Es gelten also folgende Eigenschaften
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o DX, vY, Z]=MN[X,Z]+v[Y,Z] mit \,v € K (R oder C)

Bildung von Linearkombinationen
o [X.Y]=—[¥,X]
e Jacobi Identitét

Definition 3.4.4. Ein reeller oder komplexer Vektorraum ci versehen mit einer Lie-
Klammer [,] : § X § — g, welche die obigen FEigenschaften hat, heisst (reelle oder
kompleze) Lie-Algebra.

Zum Beispiel sind die infinitesimalen Transformationen von SOj3 eine Lie-Algebra

Bemerkung 3.4.2. Eine Lie-Algebra ist im Allgemeinen keine Algebra im idiblichen
Sinne: An die Stelle des Assoziativgesetzes beziiglich dem Operator [,] tritt die Jacobi-
Identitat.

Ein Homomorphismus ¢ : §; — g» von Lie-Algebren §;, gs ist eine lineare Abbildung mit
[0 (X),0(Y)] = ¢ ([X,Y]). Bijektive Homomorphismen heissen Isomorphismen.

Definition 3.4.5. Fine (Matriz-) Lie- Gruppe ist eine abgeschlossene Untergruppe G
von GL (n,K) mit G C GL(n,K). Abgeschlossen heisst, dass fir alle konvergenten Folgen
X; in GL(n,K), X; € GYj = lim; .o X; € G. Lie-Gruppen sind spezielle kontinuierli-
che Gruppen.

Das Gruppenelement R(a) hingt von r reellen a', ..., a" ab:

Die Parameter a” varieren auf einem endlichen oder unendlichen Bereich. Der Raum der
r-Parameter ist der Raum der Gruppenparameter. Eine Gruppe G ist eine Lie-Gruppe
der Ordnung r, falls R(a) die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

e Es existiert ein neutrales Element R(0), so dass

d.h. R(a) = R(a)™! ist das inverse Element.

e Kompositionsgesetz der Gruppenparameter: Fiir gegebene Parameter a, b existiert
ein Parameter ¢ mit
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wobei die Parameter c reelle Funktionen der Parameter a, b sind:

c= ¢(aa b)

Zudem sind die Parameter c analytische Funktionen von a, b.
e Assoziativitét:

und

Eine Lie-Gruppe heisst kompakt falls die Parameter beschréankt sind.
Sei G C GL(n,K) eine abgeschlossene Untergruppe von GL(n,K). Man definiert

Lie(G) = {X € Mat(n,K) | exp (tX) € G Vt € R}.
Lie(G) heisst Lie-Algebra der Lie-Gruppe G. (Siehe auch Definition zuvor. Beide sind

dquivalent. )

Beispiel 3.4.1.

) = u(n)

) = su(n)

u(n) = {X € Mat(n,C| X* =—-X}

(n) = {X e Mat(n,C| X" =-X, trX =0}

Insbesondere gilt su(2) = {X € Mat(2,C| X* = —-X, trX =0}.
FEine Basis ist durch die Pauli-Matrizen gegeben:

1

0

(0
g1 = 1

1 0
7= \p -1

. 0 =
t1:7/0'1:(2 0

. v 0
t3 = 103 = (0 —Z)

Es gilt [t;, ;] = — E?:l 2¢pt; (€123 = 1 und € ist antisymmetrisch unter Vertauschung
der Indizes).

) o; » Pauli-Matrizen
. 0 1
) ()
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Beispiel 3.4.2.

Lie (O(n)) = o(n)
Lie (SO(n)) = so(n)
o(n) = so(n) = {X &€ Mat(n,R) | X" = -X}

Beweis. Sei X € so(n). Dann gilt Vt € R ((exp(tX) € SO(n))

exp(tX)Texp(tX) = 1
—
€S0(n)
= exp(tX7T) exp(tX),

denn es gilt ATA =1 fiir ein A € SO(n). Nach Ableitung nach ¢ an der Stelle 0 folgt

% (exp(tXT) exp(tX)) = XTexp(tXT)exp(tX) +exp(tX") X exp(tX)
=0
= X"+X
0

Somit gilt X1 = —X.

Die Dimension von so(n) ist 5(n* —n). So ist also zum Beispiel
dim(so(2)) =1

mit der Basis

oder

00 O 0 01
Xi = |00 -1] Xo=10 00
01 O -1 0 0
0 -1 0
X3 = |1 0 0
0 0 0

Diese erfiillen die Kommutationsbeziehungen |, |:

[Xh XQ] = X3
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(zyklisch in 1,2,3)

Bemerkung 3.4.3. J, =iX;, J, =Xy, J, = iXs; damit ist [J,, J,] = iJ, und zyklisch
inx, Y, 2. Jyy. entsprechen den 3 Komponenten des Drehimpulses.

Ry (o) = eimt}% R, (B) = eiiﬁjﬁx R.(v) = e

Wobei R, die Drehung um o um die Achse x ist (8 — Achse y, v — Achse z).

1 0 0
R.(a) = |0 cosa —sina
0 sina cosa
cos 0 sinpf
R = | 0 1 0
—sinf8 0 cosf
cosy —siny 0
R.(v) = |siny cosy 0
0 0 1
Bemerkung 3.4.4.
R(Oé, B7 ,Y) — e—iaJxe—iBJye—i'sz

7& efi(anJrﬁJer,BJz)

da J,, Jy nicht kommutieren.

3.4.3 Die Campell-Baker-Hausdorff Formel (CBH)
Satz 3.4.2. Seien X, Y € Mat(n,K). Firt klein genug gilt

exp(tX) exp(tY) = exp (tX +tY + g (X, Y]+ O(t3))

Bemerkung 3.4.5. Man kann zeigen (und dies ist die vollstindige Fassung des CBH-
Satzes), dass fir kleine t

exp(tX) exp(tY) = exp (Z thk>

k=1

wobei Zj, eine Linearkombination von k—fachen Kommutatoren ist, d.h. von Ausdriicken
der Operatoren [ X, -] und [Y, -] erzeugt wird. Zum Beispiel gilt:

1 1
Also bestimmt die Lie-Algebra die Umgebung des Einselementes in der Gruppe.
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3.4.4 Darstellungen von Lie-Gruppen

Definition 3.4.6. Unter einer Darstellung einer Lie-Gruppe G auf einem (reel-
len oder komplexen) endlichdimensionalen Vektorraum V (# 0) versteht man stets einen
stetigen Homomorphismus p : G — GL(U). Stetigkeit bedeutet, dass die Matrizelemente
von p(g) beziiglich einer beliebigen Basis stetig von g € G abhéingen. Fine Darstellung
heisst komplex oder reell, wenn V' ein komplexer bzw. reeller Vektorraum ist. Die Di-
mension einer Darstellung ist die Dimension des Darstellungsraumes V.

Lemma 3.4.4. Sei p: G — GL(V) eine Darstellung einer Lie-Gruppe G. Dann bildet
p Einparametergruppen nach Einparametergruppen ab. (Ohne Beweis)

Man definiert

pX) = G| plexp(ax) ~gi(V),

-~

€Lie(GL(V))=gl(V)

P« ist eine Abbildung Lie(G) — gl(V).

Lemma 3.4.5.
1. plexp(tX)) = exp(tp.(X)), t € R, X € Lie(G)
2. px AX +0Y) = Xpo(X) + pup(Y), \p€R, XY € Lie(G)
3. p([X,Y]) = [pu(X), p(Y)], XY € Lie(G)

(Ohne Beweis)

Definition 3.4.7. Sei g eine Lie-Algebra tiber R oder C. Fine Darstellung von § auf
einem Vektorraum V # 0 ist eine R-(bzw. C) lineare Abbildung 7 : g — gl(V), so dass

[r(X), (V)] = 7 (X, Y]).

Invariante Unterrdume, Irreduziblitdt und vollstdndige Reduziblitdt werden genau wie
bei Gruppen definiert. Darstellungen heissen komplex bzw. reell, je nachdem ob V' kom-
plex oder reell ist.

Satz 3.4.3. Sei p: G — GL(V) eine Darstellung der Lie-Gruppe G. Dann ist p, eine
Darstellung der reellen Lie-Algebra Lie(G). Die Einschrinkung von p auf die Einskom-
ponente Gy von G ist eindeutig durch p, bestimmt.

Definition 3.4.8. Als Einskomponente versteht man die Gruppe aller Matrizen der
Formel
exp(Xq)...exp(Xy), Xi,..., X €gmitk>1
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Dabei gilt:

p(exp Xy ...exp Xi) = exp (po(X1)) ... exp (p«(Xy))

Satz 3.4.4. Seip: G — GL(V) eine Darstellung einer zusammenhdngenden Lie-Gruppe
G. Dann ist p genau dann irreduzibel (bzw. vollstindig reduzibel), wenn p, irreduzibel
(bzw. wvollstandig reduzibel) ist. (Ohne Beweis)

Beispiel 3.4.3. Triviale Darstellung: V =C, p.(X)=0VX € g

Beispiel 3.4.4. Adjungierte Darstellung. Sei Ad : G — GL(g), Ad(g)X = gXg*, die
adjungierte Darstellung von G auf g = Lie(G). Die adjungierte Darstellung von § ist
P =ad = Ad, :

ad(X)Y exp(tX) Y exp(—tX) = [X,Y]
—_——  —\—

]

g gt

Diese reelle Darstellung spielt eine wichtige Rolle in der Physik der fundamentalen Wech-
selwirkungen, sowie in der Lie Theorie.
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4 Laplace-Transformation

Es sei f € L'(]0, o0]). Die Laplace-Transformation £f ist definiert durch

L£f(s) = /OO e f(t)dt (Re(s) > 0) (4.0.1)

0

Fiir Re(s) > 0 ist iiberdies £f(s) holomorph. Bei der Ableitung von £f darf man unter
dem Integral differenzieren. Falls f,G € L', so folgt

Llaf(s) +bG(s)) = alf(s) + bLG(s).

Also ist £ linear.

Inversionsformel

Um eine Umkehrformel zu finden, fassen wir die Gleichung als Fourier-Transformation
auf. Dazu setzen wir f(z) = 0 fiir < 0, wodurch die Funktion f zu einer Funktion in
L'(R) fortgesetzt wird. Diese Funktion bezeichnen wir ebenfalls mit f. Weiter schreiben
wir die Gleichung mit s = o + it (0,7 € R) folgendermassen:

(&f)(o+it) = /e”“’”e”'“””'f(:c)dx (4.0.2)
R

(fir x < 0ist f = 0).

Fiir feste o > 0 ist dies, bis auf v/27, die Fourier-Transformation von el f(z) € L}(R).

(bis auf Existenzprobleme) Fiir ein f € L'(R) mit f € L'(R) folgt deshalb mit der

Fourier-Inversionsformel aus der Gleichung (4.0.2))

el f(z) = QL /R dre'™ (Lf) (o +iT).

7

Speziell fur f(z) =0 mit < 0 ergibt sich

1 A
flx)=— / dre (L F) (o +iT),
2m Jr
oder mit s = o + i1 (ds =idr, T — +o0, s =0 £ i00).
1 o+i0o
flx) = %/ e**(Lf)(s)ds (0 >0) (4.0.3)
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Ein Anfangs Randwertproblem

Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung

Ou = Au (4.0.4)

im Halbraum z; > 0 und suchen die Losungen, welche folgende Bedingungen erfiillen:

1. Anfangsbedingung

u(x,0) = f(x) (4.0.5)

(x = (21, 29, x3))

2. Randbedingung:

u(zy = 0,t) = w(t) (4.0.7)

Dabei sind f und w gegebene Funktionen. Die Losung héngt nicht von x, und z3 ab
(Symmetrie). Also fassen wir dieses Problem als Problem der 1-dimensionalen Warme-
gleichung fiir das Integral [0, co) auf (Variablen x;,t — setze z1 = z). Die Methode der
Laplace-Transformation ist hier sehr geeignet. Wir haben gesehen (im Komplexen, iiber
Fouriertransformationen), dass die Losung der Gleichung

Ou = Au mit u(z,0) = f(x) t>0,zeR"

gegeben ist (mit n =1, d.h = € R) als

1 —(z—y)>
wfat) = —= / Fl)e™ 7 dy.

Betrachten wir also statt u die Funktion v := u — ug, so erfiillt v die Bedingungen

o
= 0x? (4.0.8)

v(z,0) =0, v(0,t) =w(t) — up(0,t) =: g(t)

(f(x) sei gleich 0 fiir x < 0). Es sei 0(x, s) die (partielle) Laplace-Transformierte in der
Zeit:

Bz, 5) = /0 " e to(a, . (4.0.9)

Mit der obigen Gleichung (4.0.9) erhalten wir
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£(0w) :/ e "o (x, t)dt
0

=e | —|—s/ e *(z, t)dt
—— 0

=0 D

=s0(z, s)

Damit gibt die Gleichung (4.0.9):

(200 - 25.5)

5 (4.0.10)

sv(x, s) =

Diese Differentialgleichung verkorpert bereits die Anfangsbedingung und hat den Vorteil,
dass die Variable s lediglich als Parameter vorkommt. Die Losung der Gleichung (4.0.10))
lautet:

o(z,s) = a(s)e” Ve

(die Losung mit e*v*® ist nicht physikalisch sinnvoll). Weiterhin gilt:

a(s) = 0(0,5) = g(s) = (£9)(s)
Damit ist die Laplace-Transformation o(z, s) bestimmt:
o(z,s) = g(s)e Vee (4.0.11)
Da dies ein Produkt ist, gilt fiir die Umkehrung

v=g- £ {s—)e‘x*/g}

N J/
-~

=:0(z,t)

Bemerkung 4.0.1. Ahnlich wie bei der Fouriertransformation zeigt man fir f,q € L'

£(f*g) = (Lf) - (L9)
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(d.h. also

wobei * eine Faltung ist: f+g= [ f(x)g(x —y)dx ).

Es bleibt nun folgendes zu berechnen:

1
O(x,t) = —/ este Vo s, (4.0.12)
c

2mi
mit dem Weg C' in der folgenden Figur, den wir nun passend deformieren:

Im s

Der Integrand aus Gleichung hat bei s = 0 einen Verzweigungspunkt und des-
halb legen wir ldngs der negativen reellen Achse einen Schnitt. Fiir t < 0 in der Gleichung
kénnen wir den Weg C' beliebig nach rechts schieben und deshalb verschwin-
det O(x,t) fiir negative t ([ e~*lle=V5*ds — 0). Fiir positive ¢ deformieren wir C' nach
C’, bestehend aus den beiden grossen Kreisbogen I'y, 'y und dem kleinen Kreis v um
den Ursprung (siehe Figur); sowie den Linien oberhalb und unterhalb des Verzweigungs-
schnittes. Diese verschiedenen Kurvenstiicke von C” geben die folgenden Beitrage zum

Integral der Gleichung (4.0.12)) langs C".

e Lings '}, [y ist s = Re™, || < 7 (Die Linie C soll sehr nahe an der y-Achse sein).
Es gilt dann

|exp (—s'%2)| =exp (—RY?x cos %)
( — exp(—s'2x) :exp(—Rl/Qei%x)
—exp(—RY?. (cos% + isin %))

2
= | | =nur Realteil)

94



Da Re(s) < 0 entlang I'y, I'y (C' ist praktisch auf der imagindren Achse), fithrt

6 6(1 Im(st)+ Re(s)-t)
wobei Re(s) > 0und ¢t > 0
fiirt >0

zu einer weiteren Ddmpfung und im Limes R — oo Verschwinden die Beitrége ldngs
Iy und Dy, Fiir [¢] < 4 ist cos & > 0, somit ist exp (—RY? - cos &) fiir R — 0o — 0
(auch x > 0).

e Dasselbe gilt fiir den kleinen Kreis mit Radius e, fiir ¢ — 0 (s = e — ds =
ei - e dip, der Integrand ist beschrinkt).

e Lings dem oberen “Ufer” des Schnittes ist

s =ge'™
ds = —do
p1/2 /202 _ ;i 1/2

Auf dem unteren “Ufer” gilt ds = +do (s = ge™ ™)

§1/2 — gl/2p=im/2 — _; 1/2 (em _ T ~1)
Daraus erhalt man:

0
1 ds este—\/gx _ —1 do e~ (6—i01/2$ _ 6i01/2:c>
2m J5 2m g

1 (R
=— / do e sin(oc'/%x)
0

™

Es folgt nun mit R — oo
1/2 1 - —ot
= da e “'sin(o?r) = — do e~ sin(y/ox).
T Jo

Insgesamt erhalten wir:

1 o
O(z,1t) :—/ do e " sin(v/ox)
T Jo
2 &0 —)\2t .
=— dX e " 'sin(Ax) - A
T Jo
(6=X\ = do=2X\d\ o'/?=))
Das fiihrt unter Beniitzung von Asin(Az) = —Z cos(Az) zu
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KAPITEL 4. LAPLACE-TRANSFORMATION

_ 0 1 e —M%t
= 8x(7r/Re e d)\).

Da cos(A\x) eine gerade Funktion in A ist, kann man anstelle von —oo nach oo, zwei mal
von 0 nach oo integrieren ( ffooo cee 4 2 fooo ...). Der Sinus hingegen ist ungerade.

__ 9L =
= x| () 2°

r 1 _z2
i@(l’,t):mme 4t

Somit erhalt man fiir v:

2

oz, t) = 2\%/0 C 2(33/2640?7%7 (4.0.13)

Dies stellt die (eindeutige) Losung der Gleichungen (4.0.8) und (4.0.9)) dar, wobei fiir
x,t = 0 erst integriert und dann der limes x,¢ — 0 berechnet werden muss.

Einige Laplacetranformationen

F(t)=1 t>0
o 1
£{1} = / e dt = = fir s >0
0 s
[ ]
F(t) = e t>0 (4.0.14)
o 1
£ {ekt} = / e sttt dt = k fiir s > k
0 §—
[ ]
F(t)=1t"
o0 |
£{t"} = / e S dt = s;ﬁl s>0,n>—1
0
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o Fist die Ableitung einer Funktion F' nach t
’ = —st dr’ : :
L{F} = e dt = partielle Integration.
0

=  eF@) |y +s / e S E(t) dt
N———— 0
—F(0), (=F(c0)e™5>°—0)

= s £{F(t)} — F(0)
Im Allgemeinen gilt

L{FM ()} =s" {Ft)} — s 'F(0) — ... — F"D(0)

Beispiel 4.0.1. Harmonischer Oszillator

mi + kx =0, z(0) = xg, #(0) =0, (m(t) = dz(tt)) .

Betrachte die Laplace-Transformierte DGL:

m (‘C%) kL (x(t) =0

ms?L(x) —ms x(0) —m (0) +k £(z) =0
~ =~
ms $

= Lr)=00 —F =20 5——
(z) "m2+k 0824w

k
Wy = —
m

Andererseits gilt cos(kt) = eikt*';fikt, mit k — +ik konnen wir (4.0.14) verwenden und
erhalten

S

L(cos(kt)) = RS

Folglich ist:
x(t) = xo cos(wot).
Beispiel 4.0.2.

mi = Pi(t) P = konst

Laplace-Transformation der d-Funktion:
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KAPITEL 4. LAPLACE-TRANSFORMATION

Lo(t —ty) = / e S (t — to)dt = e fiirty >0,
0

somit ist fir to =0 £(6(t)) = 1. Die Laplace-Transformierte DGL ist dann:
m s°z(s) — msz(0) — ma(0) = P
Annahme: x(0) =0 #(0) = 0; das Teilchen ist in Ruhe beit =0
— m s*x(s) =P

x(s) = P

m §2

mit & folgt aus £(t') = 31111 = le Wir bekommen

S

o(t) = -t

als Losung. D.h. genauer &(t) fir e™ — 0

, e—0
: bei £(0) = 0 und &(—¢) = 0,

da die Lésung v = L|t| und & ~ §(t) wire.

Beispiel 4.0.3. Geddmpfter Oszillator

m X(t) +bX(t)+k X(t) =0

Es sei weiter X (0) = Xo, X(0) = 0. Die Laplace-Transformmierte DGL lautet dann:
m [s*(s) — swo] + b[sz(s) — Xo] + k z(s) =0

ms-+b
- X, 5T
= (s) Oms? +bs + k

s+b/m
oter () = o e

, bk b\ [k B
st —s+—=\(s+— ) +|(——7—
m - m sm m 4m?

Falls die Dimpfung klein ist, d.h. b*> < 4mk, dann ist der letzte Term positiv und wir
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setzen w? ein:

s+b/m
r(s) =
Xols b ) . Kolghoen
(s+52)02+w?  (s+ )2 +wh
Es gqilt

at _: _ w
8(6 Sln(wt)) = m

at B Ss—a
2(6 COS(wt)) = m7 S > a.

Somit erhalt man:

b

X(t) :Xoef(%)t (cos(wlt) +

sin(wqt
mwi ( ! ))
:Xoﬂe_(bﬂm)t cos(wit — 1),

w1

b 2

wobet tan ) = I Wo = % Fiir b — 0 findet man wieder die ungeddmpfte Losung.
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5 Tensor Analysis

Tensoren kommen in wichtigen Gebieten der Physik vor, wie zum Beispiel in der all-
gemeinen Relativitatstheorie und in der Elektrodynamik. Skalare und Vektoren sind
Spezialfdlle von Tensoren. Ein Skalar ist ein Tensor O-ter Stufe. Ein Vektor wird als
Tensor 1-ter Stufe bezeichnet.

Im dreidimensionalen Raum ist ein Vektor definiert durch die Angabe von drei reellen
Zahlen, auch Komponenten genannt. Ein Tensor der n-ten Stufe hat 3" Komponenten.
Als Beispiel betrachte man ein Skalar (Tensor O-ter Stufe) man hat also 3° = 1 Kom-
ponenten. Fiir ein Vektor gilt 3! = 3 Komponenten. Im Fall von N Dimensionen sind
es N™ Komponenten. Die Komponenten des Tensors transformieren unter Koordinaten-
transformation in einer wohl bestimmten Art und Weise.

Betrachte das Transformationsverhalten des infinitesimalen Vektors dr’ (als Differenz

zweier Vektoren) vom Koordinatensystem z;, mit (i = 1,2,3), in das neue System x
mit ¢ =1,2,3 und

/
de, =Y gjf dz, (5.0.1)
j J

(Im Allgemeinen gilt x} = x}(z1, x2, x3), wobei i = 1,2, 3).

Ein kontravarianter Vektor A’ transformiert wie

. ox. .
A" = — A 5.0.2
Betrachte den Gradienten einer skalaren Funktion ¢ (z,y, 2) (x,y,z = x;, i =1,...,3).

Im neuen Koordinatensystem x ist ¢ (2, v/, 2") = ' = ¢ (z,y, z), da ¢ ein Skalar ist.

7 0, 0, 2 9al 0, (5.0.3)

8w’ . 8w 396]- N al'j 61&
o, 2]:

. . .. Oz . .
Entsprechend transformiert % — % mit der Matrix 8‘23 , welche die Inverse zur Matrix
J i i
oz’ . . . . ox’, T 1 1 ox; .-
J =2 — (g ) = — 9%
7z ist. In kartesischen Koordinaten ist a;; = or = (aij)” = a;; abera; = Dal somit ist
ox,

o = gfj Gleichung (5.0.3)) definiert die Transformation eines kovarianten Vektors.
In kartesischen Koordinaten sind die Transformationsverhalten gleich, dies ist jedoch im

Allgemeinen nicht der Fall.
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5.1. TENSOREN

5.1 Tensoren

Der Tensorbegriff ist eine Erweiterung des Vektorbegriffes. Ein n™-Tupel von Zahlen in
einem n-Dimensionalen Raum stellt einen Tensor m-ter Stufe dar, falls sich diese Zahlen
nach bestimmten Gesetzen transformieren bei einer Koordinatentransformation. Solche
Zahlen heissen Komponenten des Tensors und werden mit m Indizes bezeichnet, die von
1 bis n laufen.

Kontravarianter Tensor zweiter Stufe

Es seien zwei kontravariante Vektoren A’ und A* gegeben. Die n? Zahlen a* = A'AF
heissen Komponenten des Tensorproduktes der gegebenen Vektoren. Diese Komponenten
transformieren sich bei Koordinatentransformation, wegen ([5.0.2)) wie folgt:

oz} 8xk
Zaxj o @ (5.1.1)

Dies gilt allgemein, auch wenn a’* nicht als Tensorprodukt von zwei Vektoren gebildet
wird.

Falls a** = a*, heisst der Tensor symmetrisch. Das Tensorprodukt ergibt dann einen
symmetrischen Tensor.

Aus der Gleichung folgt, dass die Multiplikation eines Tensors mit einer Zahl
sowie die Addition wieder Tensoren liefern, wobei bei der Multiplikation mit einer Zahl
jede Tensorkomponente mit dieser Zahl multipliziert wird. Die Addition ergibt sich durch
die Addition von je zwei entsprechenden Tensorkomponenten.

Ein spezielles Tensorprodukt ist das Tensorquadrat des Ortsvektors (z!, 2% x?). Seine
Komponenten sind:

oot 2la? ota?

22zt 2 2%l

2zt 23?23l

Betrachte die Trigheitsmomente von Massenpunkten m; am Ort z;, z?, x?3:

1,1 1,2 1,3
i Ty i ) )
DM TLT D MG TET Dy T

3,1 3,.2 3,..3
Z ml 'xz 7 171 11
Dies ist ein kontravarianter, symmetrischer Tensor. Analog ergibt sich ein kovarianter
Tensor zweiter Stufe. Dieser transformiert nach:

8xk 8:51

d = ol o (5.1.2)

101



KAPITEL 5. TENSOR ANALYSIS

(Es gilt: Indizes unten — kovariant; Indizes oben — kontravariant)

Gemischte Tensoren

Ein Beispiel ist das Produkt einer Tensormultiplikation eines kontravarianten und eines
kovarianten Vektors. Man erhélt aus dieser Multiplikation einen gemischten Tensor,
welcher wie folgt transformiert:

oz} &Cl
/i 1.
b Z Oxy, 83: (51.3)

Es gilt die Summationsregel: Man summiert iiber gleichen Indizes oben und unten.

Bemerkung 5.1.1. ein Tensorprodukt eines kontravarianten und eines kovarianten
Vektors ist ein symmetrischer, gemischter Tensor zweiter Stufe oder eine Matrix. Glei-
chung (5.1.3) widerspiegelt, wie sich eine Matriz unter Koordinatentransformation ver-
dndert.

Bemerkung 5.1.2. Reine kontravariante oder kovariante Tensoren zweiter Stufe sind
keine Matrizen.
Tensoren hoheren Stufe

Ganz analog bekommt man fiir Tensoren hoheren Stufe, dass diese sich wie folgt trans-
formieren:

S ox} 0z} dx, Oz, Ox, oJ
iim Oz Or, Ox), Ox, Ox!, "™

(5.1.4)

(Tensoren nullter Stufe sind Skalare)

Verjiingung

Definition 5.1.1. Man verjiingt einen Tensor, indem man einen oberen und einen
unteren Index gleichsetzt. Dies fiihrt zu einer Summation tber diesen Index.

Ein Beispiel einer Verjiingung ist das Skalarprodukt zweier Vektoren A’ - B; = AB. Das
Resultat ist dann ein Skalar.

Satz 5.1.1. Durch die Verjiingung eines Tensors erhdlt man einen Tensor, dessen Stufe
um eine ganze Zahl kleiner ist.

Beispiel 5.1.1. Die Spur einer Matrix:

1i (99(: 8xl
bi Z oxy, 891;
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5.1. TENSOREN

ar . o .
. 1st die inverse Matriz zu

oxy,

o - Somit ist

Hier wurde tiber 1 summiert.

7
i

Zaxé%_g
— Oxy, 0xf, "

=Y oubl, = b =1,
k1l l

das heisst also, dass die Spur ein Skalar und somit invariant ist.

Bemerkung 5.1.3. Sind die Komponenten a;. eines Tensor (auch hohere Stufe) als
Funktion des Ortes & gegeben, so spricht man von einem Tensorfeld.
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